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AVERTISSEMENT. 


Tous ceux qui s’adonnent à l’étude des sciences 
mathématiques savent assez qu’une théorie peut ra- 
rement être saisie dans tous ses détails, si on 11e 
l’applique à de nombreux exemples. Aussi des hom- 
mes distingués qui se sont consacrés en France à 
l’enseignement des sciences exactes, ont eu soin de 
présenter à la jeunesse des recueils de problèmes sur 
les différentes branches des mathématiques. Ces re- 
cueils nous manquent presque entièrement pour la 
Mécanique rationnelle, et cependant cette science 
est peut-être la plus féconde on applications utiles 
et intéressantes. 

C’est pour combler cette lacune, autant qu’il est 
en moi, que j’ai écrit cet ouvrage. Il est spécialement 
destiné à ceux qui étudient lesTraités de mécanique 
rationnelle. Son but n’est point d étendre les con- 
naissances théoriques, mais de perfectionner, en les 
appliquant, celles que l’on possède. déjà. 

Pour atteindre ce but, je parcours une à une les 
questions générales qui font l’objet des cours or- 
dinaires, en conservant autant que possible l’ordre 
suivi par les auteurs les plus justement estimés. Après 
avoir rappelé brièvement les formides générales don- 
nées par la théorie, et consacré quelques lignes à l'his- 
torique de la question, je résous avec détails une suite 
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de problèmes, choisis de manière à présenter les dif- 
férents genres d’applications; ensuite je propose une 
seconde série de problèmes, en général plus sim- 
ples, et dont le résultat est seulement indiqué. La 
plupart de ces problèmes sont extraits d’auteurs cé- 
lèbres ou de journaux modernes; les sources pre- 
mières sont citées toutes les fois qu’elles sont par- 
venues à ma connaissance. Néanmoins, le plus 
souvent les questions ne sont pas résolues à la ma- 
nière des auteurs cités, car je me suis attaché sur- 
tout à suivre de point en point les méthodes géné- 
rales telles qu’on les enseigne aujourd’hui. Tous les 
résultats indiqués ont été vérifiés avec soin. 

Les jeunes gens qui se préparent à subir les 
épreuves de la licence ont quelque difficulté pour 
trouver la réponse à certaines questions nouvelle- 
ment introduites dans le Programme de Mécanique, 
car il n’est encore aucun Traité classique où elles 
soient réunies. J’ai cru être utile à cette classe de 
lecteurs en faisant entrer toutes ces questions dans 
le cadre de mon ouvrage : on les trouvera marquées 
d’un astérisque*. 

Ceci m’a conduit à traiter quelques questions 
théoriques; d’autres, en petit nombre, ont été ajou- 
tées pour compléter les connaissances dont on a 
reçu le germe dans les cours classiques. 

Quelques questions intéressantes de Statique 
m’ont paru mieux placées à la fin de la Dynamique ; 
elles se rapportent à la Mécanique pratique et à la 
théorie de l’attraction. C’est là le seul changement 
apporté dans l’ordre habituel. 
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Dans tout ce travail, deux ouvrages anglais pu- 
bliés sur le même sujet par M. William Walton (') 
m’ont servi de modèles, en même temps qu’ils ont 
été pour moi des sources fécondes où j’ai très-large- 
ment puisé. Parmi les questions empruntées, celles 
que je crois propres à cet auteur sont suivies des ini- 
tiales W. W. 

Qu’il me soit permis d’exprimer ici ma reconnais- 
sance à M. J. Bertrand, qui a bien voulu m’aider 
d’indications utiles et me communiquer plusieurs 
théorèmes intéressants sur l’attraction. 

{’) A Collection of Problems in illustration of tiw principles oj 
Theoretical Mcduinics, 184a. — A Collection of Problems in illus- 
tration of the principles of Theoretical Hydrostatics and Hy dro- 
ite nanties, 1847. 
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MONIQUE RATIONNELLE. 



CHAPITRE PREMIER. 


CENTRES DE GRAVITÉ. 

Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires ou obli- 
ques d’un point du corps dont on cherche le centre de 
gravité, dm l’clément de masse situé en ce point, r, y, z 
les coordonnées du centre de gravité. 

On a les formules 


— f xdm — J y dm - f z dm 

J' dm , * J dm ’ 

où les limites des intégrales sont celles du corps. 

Nous devons l’idée du centre de gravité à Archimède. 
Ce géomètre a déterminé le centre de gravité d’un seg- 
ment de paraboloïde et celui de plusieurs surfaces planes 
dans l'ouvrage intitulé : ’E i trop» «*<»«> i j£ap»> 

iinxiîcn. 

Parmi les nombreux auteurs qui, plus tard, ont spé- 
cialement étudié les centres de gravité, nous citerons 
I. i 

'i ’ 
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Pappus ( l ), Guido Lbaldi (*), Lucas Valerius ( 3 ), La 
Faille (‘), Guldin ( s ), Wallis (*), Carré (’), Varignon (* ) 
et Clairaul ( 8 ). 


SECTION I. 


SURFACES PLANES SYMÉTRIQUES PAR RAPPORT A UNE DROITE. 

Prenons les axes coordon nés , rcc langui aires ou obliques , 
et considérons une aire plane comprise entre deux or- 
données et deux arcs de courbes, dont les ordonnées y 
correspondantes à une même abscisse x soient égales et 
de signe contraire. L’abscisse x du centre de grav ité de 
cette aire est donnée par la formule 


- = [xjdx 
Jydx 


où les limites des intégrales sont les abscisses correspon- 
dantes aux ordonnées extrêmes. 

Si l’on veut employer les coordonnées polaires, alors, 
en désignant par r la distance d’uu point de la surface à 
l’origine , et par 0 l’angle que forme le rayon r avec l’axe 
des x, on aura 

- J"f r 3 cos 8 dO dr 

X ~ fj' r( ^dr 


Les intégrales s’étendent à toute la surface considérée. 


(•) Mathcmat. colUct., lib. VIII, publié pour la première fois en 1 588. 
( ’) In duos Archimedis œquiponderantium libros paraphrasis ; i. r iS8. 

( • ) De centro gravitatis solidorum ; 1 6o/j. 

( 4 ) De centro grâi'itatis partium circuli et elltpsis theorcmata ; l(53->. 

(*) Cenlrobarjca ; 1 635. 

(•) Opéra ; t. I, cap. iv et v; 1070. 

(») Mt •sure des surfaces ; 1700. 

(*) Mémoires de l'Académie de* Sciences de Paris; 1714* 

(') Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris; 1731, p. i 5 t). 
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1 . Déterminer le centre de gravité de l'aire comprise 
entre la cissoïdc de Dioclès et son asymptote. 
L’équation de la cissoïdc est 



par conséquent 



W. Waltoi». 


2. Déterminer le centre de gravité d'un secteur de 
cercle. 

Soient a le rayon du cercle et a a l’angle du secteur. 
Prenons le centre pour origine des coordonnées , et la bis- 
sectrice de l’angle du secteur pour axe des x. 
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Nous avons 


f XX fit 


r 


x 7 tang a dx 


r -h I x \ a — .r ' i/r 
■ J a cos a 


Sr dx 


J f*a cos * /»« 

x tang a dx I a 1 — x’ d.r 

o J a cor v. 

[ I I i“|aco«a 

3* SU " 6 ltl (n l _ „J<L_ 

[ I i , i , . -r’I® 

- x 7 tang a H — va 1 — x 7 H — fl’ arc sin — I 
1 ° 2 a « J.IPOSK 


^ fl 5 sin a cos’ a -+- ^ ° 5 sin’ a 


2 sin a 

3 a 


- fl’ sin a cos a -t- - jfl’a — a’ sin a cos a) 

2 2 V 

Les intégrations sont plus simples lorsqu on emploie 
les coordonnées polaires. 

Alors 



2 sin a i rayon X cordc 

3 a a 3 arc 

Cabbé, Mesure des surfaces, p. 76. 

3. Déterminer le centre de gravité d’un segment de 
cercle. 

Conservons la notation du problème précédent. 
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X -ha /»n 

I r 7 cos0(/9f/r 

• * COS K 


cos 0 


X -+-* ntl 

I rr/ 9 </r 

* a J cos * 

COh 0 

? + « l / cos' a \ . , 

_X. 3 a (' ~ cos^~ô) 008 8 

r a w, — ^9 

J_ K 2 \ COS'B/ 

» r ■ i h- * 

jd 1 sin 9 — cos' a tang 0 

i r. i+« 

- a 1 9 — cos 1 a tang 0 I 


S 

T O 


sin* a 


«’ (a — sin a cos a) 3 a — sin * cos a 

Les intégrations seront peut-être plus rapides si l’on 
prend les coordonnées rectilignes. 

Alors 


I x y a’ — x 1 d.r 

— J a cos a * 


P 

J a co s a 

-l>— > # T 

L ô J a co s a 

1 1 x \jn' — x’ -t- a‘ arc sin - I 
? | ^ J a cos * 


x ! tir 


2 

= - « 


3 a — sin a cos t 


Guldin, Ccntrobarjra, lib. I, cap. ix, p. 107. 
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mécanique rationnelle. 


4. Déterminer le centre de gravité de l’aire comprise 
entre un arc de parabole et sa corde. 

Si l’on nomme a la longueur d’une parallèle à l’axe de 
la parabole menée par le milieu de la corde et terminée 
à la courbe , on a 


x — 



5. Déterminer le centre de gravité de l’aire comprise 
entre la parabole 

ay 3 " =r x" 

et une double ordonnée. 

Si l’on désigne par x l’abscisse qui correspond à l’or- 
donnée extrême , on a 

- m -+- 2 n 

x — T~ x - 

m -|- \n 

6. Déterminer le centre de gravité de l’aire circon~ 
scrite par la courbe 


b' 


On trouve 


x — 7 a. 

4 


W. W. 


7. Déterminer le centre de gravité de l’aire comprise 
entre une branche entière de cycloïde et sa base. 

Si l’on représente la cycloïde par les équations 


x = a (i — cos w), 
y — a (w ■+• sin w) , 

on trouve 



8. Déterminer le centre de gravité de l'aire comprise 
entre une ellipse et F un de ses diamètres. 

Si l’on prend le diamètre donné pour axe des y , le 
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diamètre conjugué pour axe des x, et qu'on représente 
par a a la longueur de ce second diamètre, on trouve 



Guluin, Centrobarycu, lib. I, cap. ix, p. i i5. 

9. Déterminer le centre de gravité d'une boucle de la 
lemniscate de Jacques Bernoulli. 

La courbe étant représentée par l'équation 

r 1 = cos 2 9 , 

on trouve 

- _ * V2 
X ~ 8 

SECTION II. 

SIRFACES PLANES QUELCONQUES. 

Les coordonnées x , y du centre de gravité d'une sur- 
face plane quelconque sont données en coordonnées rec- 
tilignes par les formules 

- _ JJ xdxd X ~ _ ffjdxdjr 
JJ dxd x ’ Jf dxd .r 

Et si l'on emploie les coordonnées polaires r et 0 dont le 
pèle est à l’origine, et dont l'angle 0 se compte à partir 
de Taxe des x, on a 

JJ r ' cos Û dQ dr - JJ r ! sin 9 rfO dr 

X JJ rilO dr ' ^ fj rift) dr 

Les limites des intégrales sont toujours celles du corps. 

1 . Déterminer le centre de gravité du secteur ellip- 
tique compris entre deux demi-diamètres conjugués a cl b. 

Prenons pour axes coordonnés les deux diamètres con- 
jugués dont il s’agit} alors l’ellipse est représentée par 
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équation 




.et, par conséquent, 

*rt (%y 


ff-7 = tj rv«— ^ 

Il = S* 

• I /-T : , , . xH« I 7r 

- x\/<j ! — -t-n’arcsin- I n ! 

• 2 L a Jo 2 2 

-_/T 

' n 


4f. 

3* 


dxdy 


-j nab 

4 


.4*. 

3 TT 


? 


2. Déterminer le centre de gravité du segment ellip- 
tique compris entre la courbe et une corde qui joint les 
extrémités de deux diamètres conjugués. 

Conservons la notation du problème précédent, et po- 
sons, de plus , 

, b. , 


nous aurons 


- £j 

x — 

r ‘ r 

j' « j„ 

* < - 
(a’ — x 1 ) 3 — ( a — x ) 

xdx 

f T dxdy tr 

do Jy « Jo 

(a 3 — x'ÿ — (a — x) 

dx 


I , , , 3 7T — 2 

^ (jr — 2) ab 
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En vertu de la symétrie de la figure par rapport aux 
deux axes, on a nécessairement 



3. Trouver le centre de gravité d’un secteur parabo- 
lique compris entre la courbe et deux rayons vecteurs 
menés du foyer. 

Soient a , (3 les angles que forment avec l'axe de la pa- 
rabole les deux rayons vecteurs dont il s’agit, et 


2 cos’ - 9 
2 


l’équation de la parabole en coordonnées polaires, dont 
l’origine est au foyer et dont les angles 9 se comptent à 
partir de l’axe. 

On a 


n r’cos(w — 9)d9dr 


it r 

3 8 J x 


cos 9 


d 0 


cos" - 9 
2 


IX 


rdO dr 


1 f'é d9 

2 T f î 


cos’ - 9 
2 


Or 


ros 9 

co s" - 9 
2 


, I „ 

i — tang’ - 9 

2 .1 

d 9 — scc‘ - 9 dO 

I „ 2 

i 4- lang* - 9 


— ^ 1 tang’ i 9 j scc’ ~ 9 dO ; 
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par conséquent 


, /* lan B • I® /- , \ . , 

— 5 p I |i— tang' - 0) ri tang - 0 

a «/tanç j * \ 2 / 2 

T\ i 

/ ' •+• tan g’ - 9 ) d ton g ; 0 

p 5 ( Ut "° î ? ~ Un 6 * î *) ~ ( tan g i P ~ ,an 8 5 * ] 
3 5 ( laD8, 5 ~ ,a " 8 ' î “) + ( tan o z P - lan g ” *) 

Ç‘ C r 1 sin (jr — Q)d(u/r 
~ J a */o 

' P‘ frété, 

J a t/o 


Or l’intégrale du numérateur est égale à 


U 


cosi/3 , 

fi . cos - 0 

3 


-TT."—**/ — r - 

cos 1 - 0 / cos 1 - 0 

2 . /COB i « 2 


I O* / . 1 , I \ 

__^ sec ._ ? _ Sec ._ a ) 


par conséquent 


â = f 


; (^lang 1 ^ fi - tang 1 ^ «j +•’ ^tang : i 0 — lang’ I * j 
i (tang' ^ 8 — tang’ i a) + ( tang ^ ft - tang i 


4. Trouver le centre de gravité de l'aire comprise 
entre une branche d'hyperbole , l’asymptote correspon- 
dante et deux ordonnées parallèles à l’autre asymp - 
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I I 


a ' 4 - b 1 



l’équation de la courbe rapportée à ses deux asymptotes, 
et x' y x" les abscisses correspondantes aux ordonnées 
extrêmes. 

On trouve 

x ■" — x' — i «’ -t- é' x" — x' 

log x" — log ~x‘ ^ 8 x" x' log x" — log x' 

5. Trouver le centre de gravité de l'aire comprise 
entre la parabole a m ~' y = x"\ l’axe des x et deux or- 
données. 

Si l’on représente par x 1 et x" les abscisses correspon- 
dantes aux ordonnées extrêmes, on trouve 

ni -H i x""' +, ‘ — x'"-’ 
ru- 4-2 x""" 4 - 1 — x'™ + 1 ’ 

m -t- i x" , “ +l — x' 1 "- 1 - 1 
î(sm + i x"“ + l — x'* - * -1 

Cabré, Mesure des surfaces , p. 8o. 

6. Trouver le centre de gravité de l'aire comprise 
entre un arc de la sinusoïde y = sin x et Taxe des x. 

Si l’on considère l’arc limité à l’origine et à l’ab- 
scisse TT , on trouve 



x 


1Z 

2 



7. Trouver le centre de gravité de l'aire comprise 
entre la droite y — @x et la parabole y* = ipx. 

On obtient 
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SECTION III. 

SOLIDES DE RÉVOLUTION. 

Considérons le solide engendré par la révolution d'une 
surface plane autour d'une droite tracée dans son plan et 
que nous prendrons pour axe des x. Le centre de gravité 
de ce solide est situé sur l’axe de révolution , et si l’on re- 
présente par y, jr' les ordonnées rectangulaires du con- 
tour de l’aire génératrice qui correspondent à une même 
abscisse, la position de ce centre de gravité est fixée par 
la formule 

Quand on emploie des coordonnées polaires, savoir un 
rayon r mené de l’origine et un angle 6 compté à partir 
de l’axe des x, on a 

- JJ r l sin 6 cos 6 dB dr t 

1 JJ r 1 sin 0 dO dr 

Les intégrales s’étendent à toute l’aire génératrice. 

1. Trouver le centre de gravité d'un segment de 
splicre. 

Soient a le rayon de la sphère, c la distance de la base 
du segment au centre de la sphère, et prenons ce centre 
pour origine des coordonnées. 

Nous avons 



£ — r ’) ! 
l a '- a ' c+ ï‘* 


3 (a + r) ’ 

l\ îa + ( 


Lucas Valeiuus, Dr ccntro grai’itatis soliflornni, 
lib . II, prop. 33, et lib. III , prop. 3i. 
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2. Déterminer le centre de gravité du solide engendré 
par la révolution d'un secteur de cercle autour de l’un 
de j es rayons extrêmes. 

Soient a le rayon du cercle et jS l’angle du secteur. 

Prenons le centre du cercle pour origine des coordon- 
nées ; alors 


x 


rP r a 

J I r’sin 
Jo J O 

77 P 


9 cos 9 dO dr 


sin 9 d 9 tir 



sin 2 9 d 9 


sin 9 f/ 9 


,<!«(! — : cos 20 ) 3 

3 a ’(* — cos P) 


COJ 6 ) =r -f a cos’ - S. 

. 4 2 


Wallis | Opcra, t. I, p. 728 . 


3. Déterminer le centre de gravité du solide engendré 
par la révolutiQn de l'aire comprise entre une parabole , 
son axe et une ordonnée perpendiculaire , autour de la 
tangente au sommet. 

Soient 

x- 2 py 


l'équation de la parabole, b l’ordonnée extrême et a l’ab- 
scisse correspondante. 

On a 
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Ce problème est un cas particulier (l’un problème plus 
général résolu par Carré, Mesure des surfaces, p. g3. 

4. Déterminer le centre de gravité d'une tranche de 
paraboloïdc de révolution . 

Soient «, b les rayons des deux bases et h leur distance. 
La distance du centre de gravité à la petite base, dont le 
rayon est a, est donnée par la formule 

— ha 7 - 1 - a //’ 

x = r— • 

i a 7 -+- h 7 

§. Déterminer le centre de gravité de la portion d'hy- 
perboloïde qui est engendrée par la révolution autour 
de l’axe des x de l’hyperbole 

J 

b 7 

y 7 = — (x 1 ■+- ?.ax), ' , 


,et qui est comprise entre les deux plans x — o, x = c. 
On trouve 

- 8«c -i- 3 c’ 

X ' — - - ■ • 

4(3fl -+-c) 

Carré, Mesure (les surfaces, p. cyj. 

6. Déterminer le centre de gravité du solide engendré 
par la révolution de l'aire comprise entre une parabole, 
son axe et une ordonnée perpendiculaire, autour de cette 
ordonnée. 

Si l’on représente l’ordonnée extrême par b, on 
trouve que -la distance du centre de gravité à l’axe est 

égale à b . 



7. Déterminer le centre de gravité de la partie d’un 
hyperboloide à une nappe de révolution qui est compiise 
entre deux plans perpendiculaires à l'axe, dont l’un 
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passe ail centre et Vautre à l’extrémité de l’axe imagi- 
naire. 

Soient a. b Taxe imaginaire de l’hyperbole génératrice , 
et x la distance du centre de gravité au centre de la courbe. 
On a 

x=\b. 

i b 

Carré , Mesure des surfaces, p. çyj . 

8. Déterminer le centre de gravité du solide terminé 
à la surface qu'engendrent les deux paraboles 
y' = ipx, y' =7. p’ [a — x) 
en tournant autour de l'axe des x. 

On trouve 

ay-\-7p‘ 
x ■ 


3 y - 


Vf. \\. 


SECTION IV. 

SOLIDES QI'ELCOSQL'ES. 

Soient x, y, s les coordonnées rectangulaires ou obli- 
ques d’un point pris dans l’intérieur du solide considéré, 
et x, -y, s les coordonnées du centre de gravité de ce 
corps. 

On a les formules 

7 .... ff fxdxdydz 7 _ fffydxdydz -__ /// zrtxdydz 
JSJ llxd ï ,h ’ JJ'fdxdydz ~ Jffdxdydz ’ 

où les intégrales s'étendent au corps entier. 

1 . Déterminer le centre de gravité de la portion du 
cône 

y 1 + z 7 = p’x’ 

qui est comprise entre les plans des zx , des xy et un 
troisième plan parallèle à celui des y z. 
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Soit a la distance de ce troisième plan à l'origine. 
Nous avons 


r*a <3 jc 

I I j j ’ — y 1 dx fi 
— J o J o 

r a — — - 

/ / VP 1 ** 1 — X À dxdy 

J o Jo 



r. P’ X ! dx 


fi’x’dx 



On trouve pareillement 




2. Sur une même base circulaire on place une demi- 
sphère et un paraboloïde de révolution dont le para- 
mètre est égal au rayon de la sphère; déterminer le 
centre de gravité du solide compris entre la sphère, le 
paraboloïde cl un plan mené par l'axe de cette surface. 
' _ Soient 

x‘ -h -H 5 1 = a\ 
x 1 -+- y* = a { a — 2 :), 

ri 

y = o 

les équations de la sphère, du paraboloïde et du plan. 

Si l’on pose 



et 


Digitized by Google 


on a 
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l 7 


a ny /»r 


y — 


et 


y dxdydz 

1 z : 


r a r J> c z 

«/ — a J o J t' 


dx dy dz 


f — a */o */ z 

*y /»* r a p y p z 


dxdydz 


dxdydz 



c a r y r z r a r y 

Il y dxdydz— f I y(z — z')dxdy 

•s — o %J o %/t‘ %/ — a i/o 

= X. * [- 3 *V+- Ê J ] 

= X. * [ 3 1 x,) ’ _ K ( = 5 ' ■ 


l5ir — l6 


120 
'fl r>T 


a\ 


f" f' f~zdxdydz=l P ( z'-z'’)dxdy 

•%J—aJu Ji* ® J — a Jo 
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et, d’après eus calculs, 



Soient trois axes rcctangulairesOX,OY,OZ.On trace 
dans le plan ZX une droite AC, et dans le plan XY une 
parallèle BI) à l'axe des x; une droite QR glisse sur AC 
et BD en restant toujours parallèle au plan YZ. Trouver 
le centre de gravité du solide compris entre les trois 
plans XY, YZ, ZX et la surface engendrée par la droite 
mobile. 



Soient OA = <i, OB = b, OC = c, et x, y, z les coor- 
données d’un point P de la droite mobile RQ. 

On voit aisément que 


dès lors 



a — x b — r 





x (« — x) (b — _y) tl.crfy 


( a — x ) (b — r) <t.r et i 



3 . 
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cl, d'après la symétrie de la figure, y = - /;. 


r f h i^i±^L dxdy 

X Jo 2 J»* b ‘ 

' r f , 

Jo X " 


—j? (*—.’) 


I , I , 

ô « 3 . ï ^ 

c 3 3 

2 " 6 1 , 1 L, 

- fl’. — O 3 
9 . 9 


«9 


îf 

9 


4. Trouver le centre de gravité du solide com/>ris 
entre la sphère 

x 3 -f- j 3 -+- z 1 = a' 

et les trois plans coordonnes. 

On trouve 

- - - 3 

x= / =*= ga . 


o. Trouver le centre de gravité du solide compris 
entre le paraboloïde 

ÿ‘ + ; 3 = 9 px 

et les plans x = a, y — o, z — o. 

Si I on représente par b le rayon (lu rercle suivant le- 
quel le paraboloïde est coupé par le plan x — a , on 
trouve 



<î. Trouver le centre de gravité du solide compris 
entre le paraboloïde 

Z 3 = X/, 

les plans coordonnés et les plans x = a, y = b. 

On trouve 

3 “ 3-9 rr 

x = 5 "’ r== 5 é ’ z =r* sab - 

7. Trouver le centre de gravité du solide compris 


* 
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entre le cylindre 


X — 2 ax — x* 

et les plans z=( 3 x, z = [ V x. 

On trouve 

_ 5 _ 5 

x = -^a, X — o, *=g(P + P')«. 

SECTION Y. 

COURBES planes. 

Soit ds l'élément de l’arc qui correspond aux coordon- 
nées x,y. Les coordonnées x , y du centre de gravité 
sont données par les formules 


f jrfi 


X = ’ T— - 1 X '■ 


J* 


Jyds 
S<h ’ 


où les intégrales sont prises d'une extrémité de l’arc à 
l'autre. 

Le Flamand La Faille eut le premier l’idée de déter- 
miner le centre de gravité d'une ligne courbe; il publia 
scs recherches en i63î sous le titre : De ccntro gravitatif 
partium circuit et ellipsis theoremata. 

1 . Déterminer le centre de gravité de l’arc de la si • 
ntisoïde 

X = sin x , 

qui est compris entre les abscisses x = o, x — x. 

On a 

ris' ^ i -f- 'j rlx' = (i + cos 1 x) tlx', 
et, par conséquent x 

»7T 


_ £ 


sin x ^ i + cos 1 x dx 


£2. -+- log(i -+- 


jf vWcos ‘xdx V 2 IV — -sin’jrrfx 
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L’intégrale du dénominateur est une fonction elliptique 
de seconde espèce; nous la représenterons par E, alors 

I . 

E ife X — V 2 -+- log ( i 4- v' 2 '- 

2. Trouver le centre île gravite d’un arc de cercle. 

La distance du centre de gravité au centre du cercle 
est 

- rayon X corde 

arc 

GoLuut, Centrobaryca , lib I, cap. v, p. 5y. 

■3. Déterminer le centre de gravité tic la moitié d'une 
branche de lajcycloïde qui est représentée par les équa- 
tions 

x'— n ( i — cos m) , 
y = a (w -+- sin w). 


Si l’on considère la demi-branche qui commence à 
l'origine, on trouve 


: =l a ’ ^ = ( 5 î - 3 ")- 

Wauuis, Opéra, t. I, p 520 . 


t. Déterminer le centre de gravité d'un arc de la 
chaînette 


X 


-U**--?) 


compris entre deux ordonnées également éloignées de 
l'origine. ** 

Représentant la longueur de l’arc par as, on trouve 

— - ax + sy * 

■s — o , y = -• 

2 s 

5. Trouver le centre de gravité de r une des moitiés 
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symétriques de lare qui forme une boucle dans la lem- 
niscatc de Jacques Bernoulli, 

r* = cos 2 6. 

Prenons le nœud pour origine, l'axe de la boude pour 
axe des x , et nommons l la longueur du demi-arc con- 
sidéré. Nous trouvons 

_ «’ «’ (^2 — i ) 

x= 77î’ /= - if* \ 

SECTION VI. 

COlinBES A DOUBLE COL'IVBL'RE. 

Si l’on représente par ds l’élément de l’arc qui corres- 
pond aux coordonnées x, y, z , les coordonnées x, y, z 
du centre de gravité de la courbe seront déterminées par 
les formules 

f T ris — f y ds - f z ris 

X ~ S ds ’ 3 ~ f ds ’ Z ~ fris ’ 

où les limites des intégrales sont les extrémités de l'arc. 

1. Trouver te centre de gravité d'un arc ef hélice. 
Prenons pour équations de la courbe 

x * +• X 1 = a\ 

i x 

i, — t/ arc cos - » 
n 

«•l considérons l’arc qui commence au plan des xjr, et se 
termine au point (x,y, z)~ e 
Nous trouvons 

j _ by - _ b (n — j) - _ s _ 

Z ' Z 2 

Au reste, il est aisé de reconnaître, sans calcul, que , 
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pour un air moindre qu’une spire, le centre de gravité 
se trouve sur le plan perpendiculaire à Taxe qui passe au 
milieu de l’arc, et au point de ce plan qui est le centre de 
gravité de la projection de l’arc; le même raisonnement 
s’appliquera à une portion de la surface d’un héliçoïde 
gauche comprise entre deux génératrices. 


SECTION VU. 


SURFACES DE RÉVOLUTION. 


Prenons l’axe de révolution pour axe des x, et repré- 
sentons par ds l’élément de la courbe génératrice qui 
correspond aux coordonnées x, y\ l’abscisse du centre de 
gravité est donnée par la formule 

- f .r r du 

* ~ y y <h ' ■ 

où les intégrales s’étendent à toute la courbe génératrice. 

I . Déterminer le centre de grarité d'une zone sphé- 
rique. , 

Soient b et c les distances du centre de la sphère aux 
deux bases de la zone; prenons l’axe des x perpendicu- 
laire à.ces deux bases, et l’origine au centre de la sphère. 
L’équation de la courbe génératrice est 

x’ -+-/•’ = n ! ; 

on en tire 



et, par conséquent, 


f 

Jb 


r. 

jt, 


nxdx L a { c ' — b') 

2 c H- b 

a (c — b) 2 


dx 
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2. Trouver le centre rie gravité de la surface courbe 
d’un cône droit. 

Soient c la longueur de l’axe et x la distance du centre 
de gravité au sommet du cône. 

On trouve • 

- 2 

*- y 

Guldin, Centrobaiyca , Ijb. I, cap. x, prop. 3. 

3. Déterminer le centre de gravité de la surface en- 
gendrée par la révolution autour de l'axe des x de la 
moitié d'un arc de la cycloîde, qui est représentée par 
les équations 

jc = n ( i — cos w ) , 

/ c=c a (<» -h sin &>). 


On trouve 


2 1 5 TT 

— n 


a jr — 4 


4. Considérons la surface engendrée par la révolution 
autour de l’axe des x de la parabole dont l’équation est 
y* = 2 px. 11 s’agit de déterminer le centre de gravité 
de la partie de cette surface comprise entre les plans 
,r = o et x = x. 

On trouve 

* J ± 

_ i {Z JC— p)(i x -hpY + P 1 
x — - — i T * 

[*X+PŸ-P' 


SECTION VIII. 

SURFACES QUELCONQUES. 

Soient x,y, z les coordonnées d’un point quelconque 
sur la surface considérée, et 


riz 

(ix 


dz 

=/>’ Tr ='i 
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Les coordonnées x, j, z du centre de gra\iié seront 
données par les formules 

- __ JJ x \j i + p' -|- q 1 <lx dy 

JJJi + p i + q >dxdy 

- _ Sfr ±_pL±_ l i l dx d I 

SS F -+- p' 4- i j* dx dy 

- _ S S z dx,l r 

SS V 1 4" P* 4" 9* ‘t* ‘b 

où les intégrales s’étendent à toute la surface dont il 
s’agit. 

1 . Considérons la surface enveloppe d’une sphère de 
rayon constant, et dont le centre décrit une courbe 
plane. Si l’on représente celle courbe directrice par 
l'équation 

■ r> = ?(*>), 

l’équation de la sphère mobile sera 

(j r — x, )»-+-[/ —?(■*•)]’ 4-»’= r»; 
on en déduit, par différentiations, 

x — x, -y pz ~ o, y — — qz = o, 

et si l’on élimine x, et <p (x,) entre ces trois dernières 
équations, il vient 

par conséquent l’ordonnée du centre de gravité de la sur- 
face enveloppe est 

; = -JS d 5 d l L 

SS S 1 ■+■ p x 4- <J dx dy 

Dans cette expression , le dénominateur représente l’aire 
de la surface enveloppe, et le numérateur représente la 
projection de cette aire sur le plan des jy; d’où il suit 


■* 
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que la distança du centre de gravité de la surface au plan 
de la courbe directrice est une quatrième proportionnelle 
à l'aire de la surface, à l'aire de sa projection sur le plan 
de la directrice et au rayon de ta sphère. Cette relation 
subsiste évidemment lorsque la surface enveloppe se ré- 
duit à celle de la sphère; et même ou peut, dans ce cas, 
la démontrer d'une manière très-simple. 

2. Soient S l’aire d’une figure tracée à volonté sur la 
surfarc d’une sphère dont le rayon est r; 

S, la projection de cette aire sur un plan diamétral ; 

s la distance de ce plan au centre de gravité de la sur- 
face S ; 

d S l’élément de cette surface; 

et a l’angle que le rayon mené du centre à cet élément 
fait avec la normale au plan. 

On a 




S 


Or 

i= rcosi, et f cosa</S = S,; 
par conséquent 



Ainsi nous pouvons énoncer la proposition suivante, 
qui permettra dans bien des ras de déterminer aisément 
le centre de gravité d’une figure sphérique : 

Soient OX , OY, OZ trois droites quelconques menées 
par le centre d’une sphère dont le rayon est r; ST aire 
d’une figure tracée à volonté sur la surface de ta sphère ; 
S x , S_,, S, les projections de cette aire sur les plans YOZ, 
ZOX , XOY, et x, y, z les distances des mêmes plans au 
centre de gravité de la surface S. 
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Appliquons ce théorème à la détermination du centre 
de gravité d’un triangle sphérique. 

Nommons A, 13, C les angles du triangle, a, c les 
côtés opposés, et faisons coïncider les droites ÜX, 0\ , 
OZ avec les rayons OA , OB, OC. 

S = (A -4- B+ C — 180); 

IOO 

d’ailleurs la projection de cette surface sur le plan BOC 
a pour valeur 

aire BOC — aire COA.cos C — aire AOB.cos B 

7T r* 

= ^77- (a — b cos C — c cos B ) ; 

3bo ' 

par conséquent ’ 

— i a — . b cos C — c cos B 
X a r A-t-B-t-C — 1 8o ’ 

cl, de même, 

- i b — c cos A — a cos C 

■’ 2 r A B -t- C — 1 8o 

1 c — a cos B — b cos A 

2 r A + B-t-C — r8o 

3. Considérous la surface engendrée par la révolution 
de la chaînette 

X X 

r~ a -4- e~ “ 

z — a — 

2 

autour de Taxe des z , et concevons que cette surface se 
déplace de manière que son axe reste toujours vertical , et 
<juc sou sommet décrive une courbe dans un plan paral- 
lèle à celui des xy ; il en résultera une surface enveloppe 
dont nous nous proposons d’étudier le centre de gravité. 
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Soient 

. /■ = ?(•*.) 

l’équation de la courbe décrite par le sommet de la surface 
génératrice, p, q les dérivées partielles y-, ^ relatives 


à la surface enveloppe , et 


R = — x,)’ +• O — ?(•*.}]’• 

L’équation de la surface enveloppe est 


on en tire 


P — 


R _ R 
X, e a — c “ 


R 


Y — «(*,) e" — c 

—r T ~ 


et si l’on élimine x t et çp (.r, ) entre ces trois dernières 
équations, il vient 

+ p' -H <l‘ — — 
a 

De là résulte une propriété curieuse de cette surface en- 
veloppe. En effet , traçons sur cette surface un contour 
quelconque, et soit z l’ordonnée du centre de gravité de 
la portion de surface limitée par ce contour; on aura 


- JÇz'dxdy 

J J z dx dy 

D’un autre côté, si l’on représente par z l’ordonnée du 
centre de gravité du solide cylindrique , qui est renfermé 
entre le plan des xyr, les ordonnées du contour cl la sur- 
face enveloppe , on aura 

^ SS i ‘ elxd r 

- f f z dx dy ' 
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les intégrales ont iei les mêmes limites que datis l’expres- 
sion de z ; par conséquent 

Z — — %z. 

Ce que uous venons de dire subsiste évidemment lorsque 
la surface enveloppe sc réduit à l'une des surfaces enve- 
loppées. 

C’est au professeur Giulio , de Turin , que nous devons 
les théorèmes exposés dans les n 0!1 1 , 2 et 3 (voir le Jour- 
nal tic Mathématiques deM. Liouville, t. IV, p. 386). 

4. Soient OX, O Y, OZ trois axes quelconques menés 
par le centre d’une sphère dont le rayon est /•; 

S l'aire d’une figure tracée à volonté sur la surface de 
cette sphère. ; 

S x , S r , S, les projections de cette aire parallèles aux 
axes sur les plans YOZ, ZüX, XOY ; 

OX', OY', OZ' de nouveaux axes respectivement per- 
pendiculaires à ces plans ; 

x 1 , y 1 , z' les coordonnées du centre de gravité de la 
surface S par rapport à ces derniers axes. 

On a 



ScHr.Li.BACH, Journal de M. Crelle, t. XLV; i853. 

La démonstration de M. Schellbach est assez compli- 
quée ; toutefois le théorème est susceptible d’une démons- 
tration simple. 

Nommons d S un élément de la surface, x', y \ z' ses 
coordonnées par rapport aux seconds axes, a. l'angle que 
le rayon mené à cet élément fait avec la noimalc OX au 
plan Y'OZ', et 0 l’angle des droites OX, OX'. 

Ou a 

-7 /V dS 


Digitized by Google 



3o 


MÉCANIQUE RATIONNELLE. 


Or la perpendiculaire abaissée de l'élément d S sur It» 
plan Y'OZ'est égale à rv osa, et, puisque la droite OX' 
fait un angle 0 avec celle perpendiculaire, 


d’où 


r cos « 
cos 6 


x ’ 


f- 

= r -i-î 


cos 0 




Projetons l’élément d S sur le plan YOZ parallèlement 
à la droite OX. Les lignes projetantes font un angle 9 
avec la normale OX' au plan de projection, et elles font 
un angle a avec le rayon qui aboutira l’élément projeté. 
Or, quand on projette une aire plane P sur un autre plan, 
si l’on nomme a l’angle que les lignes projetantes font 
avec la normale au premier plan et 9 l’angle qu’ elles for- 
ment avec la normale au second, la projection est égale à 


— P 
cos 0 

De là il résulte que nous avons 


/ 


cos a 
cos h 


1 8 = 8 ,; 


et, par conséquent, 

.7 _ r 

ÉT,~s‘ 

Considérons, par exemple, la surface d un triangle 
sphérique AlîC dont les côtés sont a, b, c. 

Si nous faisons coïncider les droites OX , OY, OZ avec 
les rayons OA, OB. OC, nous aurons 


— , nr i — br ' — cr 5 

x = -Ts’ y ~ = âs‘ 


o. Déterminer le centre de gravite de la .surface du 
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O, 2 = 0, 


COBPS HÉTÉROGÈNES. 

Lorsque dans un corps la densité varie d’un point à un 
autre, on détermine le centre de gravité de ce corps par 
des formules qui difl'èreftt de celles que nous avons em- 
ployées dans les sections précédentes par la seule addi- 
tion , sous les signes /, de la densité p exprimée en fonc- 
tion des coordonnées. 

1 . Déterminer le centre de gravité de la surface d’un 
hémisphère, lorsque la densité de chaque point de celte 
surface est proportionnelle à sa distance de la hase. 

On peut considérer la demi-sphère comme engendrée 
par la révolution d’un quart delà circonférence 

x* -f- y* — 

autour de l’axe des .r; dès lors, si l’on représente par ils 
l'élénieut de l’arc du cercle, et que Ion décompose la 
demi-sphère en zones infiniment étroites et parallèles a 
la base, on a 

- f lit pxy ils f p xy ds 

f 2 np) ils J pyits 

et, puisque p est proportionnelle à .r, 

- = J'ffJs 

f.ry iis 


y 1 -t- ’z’ — p 1 x’ 

qui est comprise entre les plans x — o, y = 
.r = a. 

On trouve 

2 - - 4 JH, 

.*=3«» / = * — 


SECTION IX. 


Digitized by Google 


3a 

d'ailleurs 

donc 


MÉCANIQUE RATIONNELLE. 



W. AV. 

2. Déterminer le centre de gravité d’une droite ma- 
térielle dont la densité varie comme In n i>m ' puissance 
de la distance à un point, fixe pris sur le prolongement 
de cette droite. 


Soient a, b , x les distances dé ce point fixe aux extré- 
mités de la droite et à sou centre de gravité. 

On trouve 

- n -(- i b m+1 — a 11+1 

« ï b a+ ' — «" +l 

AV. AV. 


3. Déterminer le centre de gravité de la surface d'un 
quart de cercle où la densité est proportionnelle à la 
n irme puissance de la distance au centre. 

Si l’on prend les rayons extrêmes pour axes coordon- 
nés, et que l’on représente par a le rayon du cercle, on 
trouve 

- - n -h % ,ia 


AV. AV. 

SECTION X. 


CENTRE OES FORCES PARALLÈLES. — CENTRE DE GRAVITÉ 
DES POLYGONES ET .DES POLYÈDRES. 

Lorsque des forces parallèles en nombre quelconque 
sollicitent les différents points d’un système solide, elles 
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peuvent, en général, se réduire à une résultante unique 
dont la direction passe toujours par un même point du 
système, quelle que soit leur direction. Ce point unique 
est le centre des forces parallèles. 

Soient P l'une quelconque des forces parallèles, x , y. 
z les coordonnées de son point d'application, x,y, z 
celles du centre des forces parallèles, R la résultante et £ 
un signe sommaloirc qui s'étend à toutes les forces con- 
sidérées. 

On a 


R = SP, 


x 


IPX - £Pr 

ïp ’ y ~ TF ’ 



Ces formules ont été données pour la première fois par 
Varignon dans les Mémoires de V Académie des Sciences 
de Paris pour l’année 1714* Elles cessent d’ètre appli- 
cables lorsque SP = o; car alors les forces parallèles ne 
peuvent se réduire à une résultante unique, et se compo- 
sent en un couple. 

1 . Aux sommets d’un triangle rigide sont appliquées 
trois forces parallèles, et proportionnelles aux côtés op- 
posés. Déterminer le centre des forces parallèles. 

Soient a, l>, c les côtés, A , R, C les sommets opposés, 
ua, p h , pc les forces qui leur sont appliquées; prenons 
AB pour axe des x. AC pour axe des y. 

Il vient 

- r.ti b bc - — 

x = r = 7 — — » et y—*. 

pirt + + fie «-t-o-t-c 

Si l'on nomme r la distauce du centre des forces paral- 
lèles au sommet A , on a 

, 1 

2 br cos - A 

r — vT ! -+- r 1 -f- a xy cos A = 2 x cos - A = ; — • 

■2 a +■ b + c. 

2 . Aux trois sommets B, C, D d'un tétraèdre ABCD 

i. 3 
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sont appliquées trois forces parallèles P,Q, R. Déter- 
miner la distance de leur centre au sommet A. 

Soient r cette distance et AB == b, AC = c, AD = d. 

On a 

r >(p + Q 4- R)’ = P 1 £’ + Q’ c 1 - 4 - R’rf’ - 4 - 2PQ bc cos (BAC) 

-4- a QR al cos ( CAD ) -t- aRPrft cos {'DAB). 

W. W. 

3. A trois points fixes, qui ont pour coordonnées a , b ; 
a! y b'\ a" , b" y sont appliquées trois forces parallèles p, //, 
p"ÿ les deux premières forces sont constantes, et la troi- 
sième variable. Déterminer le lieu du centre des forces 
parallèles. 

Ce lieu est la droite représentée par l’équation 

(ap -t- a'p') b" -4- [(«" - a) p • + (a" - a’) p']r 

= (bp + h' p')n" + [b" — b) p -4- (b" — b')p']x. 

W. Vf. 

i. n forces parallèles et constantes sont appliquées à 
n points ; n — i de ces points restent fixes pendant que 
le dernier décrit une courbe. Montrer que le centre des 
forces parallèles décrit une courbe semblable et sembla- 
blement placée. 

5 . Les centres île gravité fie T aire et du contour rT un 
polygone circonscrit à une circonférence sont toujours 
situés sur une droite qui passe par le centre de cette cir- 
conférence ÿ leurs distances au centre delà circonférence 
inscrite sont entre elles dans le rapport de i à 3. 

En effet, décomposons le polygone en triangles ayant 
leurs sommets communs au centre du cercle inscrit. Pla- 
çons ensuite aux trois sommets de chaque triangle des 
masses sphériques égales, ayant leurs centres aux sommets 
et proportionnelles aux aires des triangles, c’esl-n-dire à 
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Jours hases, f.e centre de gravité du contour sera celui des 
poids placés aux sommets du polygone. Admettons que tous 
ces poids soient réunis en une seule masse à leur centre de 
gravite. Alors le centre de gravité de l’aire s'obtiendra en 
composant cette masse avec celle qui se trouve au centre 
du cercle et qui est moitié moindre ; il sera donc situé sur 
la droite qui réunit le centre du cercle au centre de gravité 
du contour, et sa distance au premier point sera double 
de sa distance au second, ce qui démontre le théorème. 

Cette proposition a lieu pour un triangle quelconque ; 
elle s appliquerait aussi à un polygone gauche dont les 
côtés seraient tangents à une sphère. Seulement il fau- 
drait, dans ce cas, remplacer l’aire polygonale par la 
somme des aires triangulaires qui ont leur sommet com- 
mun au centre de la sphère et qui ont pour bases les côtés 
du polygone circonscrit. 

Busssixk, Journal de M. Liouville, t. VIII; 1843. 

6. Le centre de gravité d’un polyèdre circonscrit à 
une sphère est situe sur la droite qui joint le centre de 
gravité de la surface de ce polyèdre avec le ccntrcdc la 
jphère inscrite. 

Les distances du centre de gravité du polyèdre et du 
centre de gravité de sa surface au centre de la sphèiv 
inscrite sont entre elles dans le rapport de 3 à 4. 

Ces propositions sont vraies pour une pyramide trian- 
gulaire quelconque. Elles se démontrent comme celles 
qui précèdent, seulement les triangles sont remplacés 
par des pyramides triangulaires ayant leurs sommets 
communs au centre de la sphère inscrite. 

Ce mode de démonstration s’applique avec avantage à 
la plupart des propositions connues snr les centres de gra- 
vité des polygones et des polyèdres. 

Brassink, Journal deM. Liouville, t. VIII; 1843 

. • ' ■ 3 . 
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SECTION XI. 

THÉORÈME DE GULDIÎI. 

Lorsqu'une aire plane tourne autour d’un axe extérieur 
situé dans son plan, le volume du solide engendré est 
égal à celui du prisme qui aurait pour base l'aire géné- 
ratrice, et pour hauteur la longueur de l’are de cercle 
parcouru par le centre de gravité de Taire. 

Lorsqu'une courbe plane tourne autour d’un axe exté- 
rieur situé dans son plan. Taire de la surface engendrée 
est égale à celle du rectangle dont les côtés seraient égaux 
en longueur à la courbe génératrice et à Tare de cercle 
parcouru par le centre de gravité de la courbe. 

Ces deux propositions furent d’abord énoncées par Pap- 
pus, géomètre d'Alexandrie, dans la préface du livre VII e 
de ses Collections mathématiques ('); toutefois on les 
nomme ordinairement théorèmes < le Guldin, parce que 
ce savant jésuite les a démontrées et signalées à l’attention 
des géomètres par des applications, élégantes dans son 
Traité De cent no gravit atis, lib. II et III. 

I . L’aire comprise entre une parabole, l'axe de cette 
courbe et une ordonnée perpendiculaire exécute une 
révolution complète autour de l’ordonnée. Déterminer 
le volume du SQlide engendré. 

Soient y l’ordonnée, x sa distance au sommet, x la 
distance de cette même ordonnée au centre de gravité de 
Taire. 

Le volume cherché est 

V o.r.—x X aire. 


(') Cet ouvrage fut publié pour la première foi» dan» l’année i38ft. 
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Or x — % 


Y x , el l'aire esl égale à ^ xy , par couséque 


lit 


v =T5 nx ' x - 


On peut observer que le volume du cylindre engendré 
par la révolution du rectangle construit sur l'ordonnée y 
et l'abscisse x autour de la même ordonnée , t'st égal à 


î*. — x . xy, ou 


irx’y, 



Ce problème fut proposé par Kepler dans sa Stcrèomé- 
trie, et résolu par Guldin , De centro gravi! atis, lib. Il . 
cap. xu, prop. 6. 

2. Déterminer la surjace de la sphère. 

Nous pouvons considérer la surface de la sphère comme 
engendrée par la révolution d’une demi -circonférence 
autour de son diamètre. Or, si l’on nomme a le rayon de 
la sphère et de la demi-circonférence, la distance du 
centre de gravité de cette demi-circonférence au diamètre 

est — ; par conséquent , la surface de la sphère est égale à 

a a . 

izaXm. » ou 


c’est-à-dire à quatre fois l’aire d’un grand cercle. 

Cette proposition a été démontrée pour la première 
lois par Archimède dans son Traité mpt zçnipxs **i 
KvXtif'ptu , A, TTfcr. A. 

3. Déterminer le volume el la surface de l'anneau 
engendré par la révolution d'un cercle autour d'un axe 
extérieur situé dans le même plan . 

Si l’on représente par a le rayon du cercle et par h la 
distance de son centre à l'axe, on trouve que le volume 
esl 2 n* b, el la surface 4^’ ab. 

4. Déterminer le volume du solide engendré par la 
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demi-révolution d’une ellipse autour d'un axe extérieur 
situe dans son plan. 

Soient 2 (ï, ai les axes de l'ellipse, et c la distance de 
son centre à l’axe de révolution. Le volume cherché est 
égal à 7t’ abc. 

o. Déterminer le volume engendré par l'aire com- 
prise entre une parabole, l'axe de celte courbe et une 
ordonnée perpendiculaire , lorsque cette aire tourne d'un 
angle 0 autour de la tangente au sommet. 

Si l’on nomme y l’ordonnée et x sa distance au soin- 

met, on trouve que le volume cherché est égal à g Ox * y. 


6. Déterminer le volume et la surface du solide en- 
gendré par la révolution d’un arc entier de cycloide 
autour de sa base. 

Soit a le rayon du cercle générateur de la cycloide. 

On trouve que le volume est Sti’h’, et la surface 



7. Déterminer le volume et la surface du solide en- 
gendré par la révolution de la moitié d’un arc de cy- 
cloïde autour de l’axe de cette courbe. 

Si l’on nomme a le rayon du cercle générateur de la 

cycloide, on trouve que le volume est Tt a* ct 

la surface 8 n «’ ^:t — ■ 

8. Déterminer le volume du solide engendré par la 
révolution d'un triangle rectangle autour ds son hypo- 
ténuse. 

Si les côtés de l’angle droit sont a et b , le volume 
cherché est 

r.u‘ l >> 

3 \a’ b ’ 
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CHAPITRE IL 

ÉQUILIBRE D’UN POINT MATÉRIEL. 

Soient P l’une quelconque des forces qui sollicitent un 
point matériel M, a, 6 , y les angles que forme la direc- 
tion de cette force avec trois droites qui ne sont pas pa- 
rallèles à un même plan , et £ un signe sommatoire qui 
s’étend à toutes les forces P. 

Pour que le point M reste en équilibre, il faut et il 
suffit que la somme des projections des forces sur chacune 
des droites fixes soit nulle, c’est-à-dire que l’on doit 
avoir 

ïPcOS«=rO, ïPfOSp = 0, ï P COS 7=0. 

Stevin, de Bruges (‘ ) énonça le premier les conditions 
d’équilibre d'un point matériel. Après avoir examiné la 
condition d’équilibre d’un point pesant posé sur un plan 
incliné et retenu par une force parallèle à ce plan, il en 
conclut que, généralement, pour que trois forces se fas- 
sent équibre autour d’un point, il faut et il suffit qu’elles 
soient proportionnelles aux côtés d’un triangle formé par 
des parallèles à leurs directions. Un principe aussi impor- 
tant demandait une démonstration rigoureuse; Rober- 
val (*) la donna en s’aidant de la considération du levier. 

Le théorème du parallélogramme des forces n’est qu’une 
simple modification du principe de Stevin; toutefois, il 
11e fut énoncé qu’un siècle plus lard par Newton (’) et 


(*) Bfx.hissele.'' der Waagiiioîist ; 1 j Ko. i rr livre de la Statir/u prop. m 
(•) Traité de Mécanique ; i636. 

(■) Piincipia , Ici. III, cor. 1687. 
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Va ri gnon (*) qui le découvrirent presque simultanément. 
Daniel Bernoulli (*) fut le premier qui démontra ce 
théorème comme princi]>e de Statique et sans employer 
la considération du mouvement. Depuis cette époque, le 
théorème du parallélogramme des forces a été démontré 
de bien des manières-, Jacobi (’) eu a recueilli dix-huit 
démonstrations de différents auteurs. 

Ajoutons encore que la même année où Newton et Va- 
rignon énoncèrent la loi du parallélogramme des forces, 
Lami (‘) publia la proposition suivante, qui n'est pour 
ainsi dire qu'un nouvel énoncé de celle du parallélo- 
gramme : Lorsqu un point matériel reste en équilibre sous 
l'action de trois forces P, Q, R, on a 

P : Q : R :: sin (Q, R) ; sin (R, P) : sin (P, Q). 


SECTION I. 

ÉQUILIBRE SANS FROTTEMENT • ATTRACTION. 


A !» 


1 . Un fil ACBQ parfaitement flexible est 
attaché en un point fixe par l'une de ses 
extrémités A , passe dans un anneau B si- 
tué à la meme hauteur que le point A , et 
jJ-j supporte un poids Q par son autre exlré- 
o mité. En un point C de la partie du fil qui 
est comprise entre A et B, on fixe un poids P tel que, 
lorsque le système est en équilibre, le point C se trouve 
à égale distance des verticales menées par A et B. Dé- 
terminer le rapport des poids P et Q. 



( 1 ) Prof t de la nouvelle Mécanique > 1G87. 

(*) Comment. Pc trop., t. I , p. 126; 1726. 

(*) WiikttKLL's Philosopha qf the inductive sciences, t. I, p. 197. 

( 4 ) Nouvelle manière de démontrer les principaux théorèmes des cléments 
de Mécanique, 
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On néglige le poids du fil et le frottement sur l’an- 
neau. 

Soit CD une perpendiculaire abaissée du point C sur 
la droite AB; posons 

AB = a , AC = b, ACD = 8, 

et nommons T la tension du fil AC. 

Il est clair que la tension du fil BC est égale à Q , et , 
puisque D est à égale distance de A et de B, on a 

BCD = e. 

Ceci posé, projetons les trois forces P, Q, T qui solli- 
citent le point C successivement sur une ligne horizontale 
et sur une ligne verticale, il vient 

T sin 0 = Q sin 0 , 

(T + Q) cos 0 = P; 

d’ailleurs 

- = b sin 9. 
a 

Si l’on élimine T et 0 entre ces trois équations, on trouve 

P _ V4 b' — 

Q = b . 

W. W. 

2. Un point matériel M posé sur la surface d’un el- 
lipsoïde de révolution est attiré vers les foyers F, F 'par 

deux forces proportionnelles à MF et MF' . Déter- 
miner la position d’équilibre. 

On néglige le frottement du point materiel sur la sur- 
face. 
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Soient 2 a l’axe de révolution, et r, r' les distances du 
point matériel aux foyers. 

Si nous considérons la section faite dans la surface par 
le plan qui contient les foyers et le point matériel , et que 
nous projetions les deux forces sur la tangente en ce 
point à l’ellipse de section , en observant que cette tan- 
gente est également inclinée sur les deux rayons vecteurs , 
nous aurons la condition d'équilibre 

r m = r' n ', 

qui , avec la relation 

r ■+■ r' — 2 o, 

détermine les distances r, r'. 

3. Deux poids P, P' sont fixés en O et O' sur un fl 
parfaitement fexible AOO'A' dont les extrémités sont 
attachées en deux points A , A' situés sur une même ligne 
horizontale. Déterminer la position que doivent avoir 
les points O, O' sur le fil pour que leur commune dis- 
tance à la droite AA' ait une valeur donnée a. 

Soient OE, O' E' les perpendiculaires abaissées des 
points O, O' sur la droite AA', c la longueur du fil, b la 
distance AA', 0 et 0' les angles AOE, A' O' E' et T la ten- 
sion du Cl 00'. 

Si nous considérons successivement les forces qui se 
font équilibre autour du point O et autour du point O', 
nous obtenons les deux équations 


T sin (?r — 0) 
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1) un autre côté, la géométrie nous donne la relation 
a (sec 0 — tang 9 ) -f- a (séc 6' — tang S ') = c — b. 

Cette équation, conjointement avec celle qui précède, 
nous donne des valeurs de 0 et O 1 qui , substituées dans les 
formules 


OA = — -, 

cos 6 


OA' = 


a 

cos V ’ 


nous feront connaître la position des deux points O, O'. 

Diarian Reposilory, p. 627. 



4. Toutes les molécules d’une derni- 
sphère solide et homogène sont douées d'un 
pouvoir attractif en raison inverse du carré 
de la distance. En quel lieu de l'axe de ce 
corps faut-il placer un point matériel pour 
qu'il reste en équilibre sous l’action des 
f° rces attractives ? 


Soient CA l’axe de la demi- sphère, DCD' un diamètre 
de la hase, O la position cherchée du point matériel, 
DAD' l'intersection de la surface de la demi-sphère par Je 
plan des droites CA, DCI)'; traçons la droite BOB' per- 
pendiculaire à CA. D’un point M pris sur l'arc BA abais- 
sons la perpendiculaire MP sur l’axe, et d’un point m 
pris sur l’arc BD abaissons de même la perpendiculaire 
mp. Posons 


CA 7= a ~ CD, CO = c, OB = b, OD = b’, OM = r. 


OP ~x, MP = y, O m = /, O p~x r , mp = f ; 

nommons p l'attraction de l’unité de masse à l'unité de 
distance, et p la densité de la sphère. 

Ceci posé, l'attraction exercée sur le point O par uni* 
tranche MPM' perpendiculaire à l’axe et d’épaisseur dx est 
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dirigée suivant OA , et a pour expression 


' xydy 


r 

2 jt[iff/x I 

/*° + , / x\ J 

= 2 W{tpxf/x | — - «X = 2K{*p I I I «x; 

^r*- j 1 f \ J 

par conséquent, l’attraction X du segment de sphère 
OBAIV est dirigée suivant OA , et est égale à 

De même, l’attraction X' de la tranche CDBOB' D' est 
dirigée suivant OC, et a pour valeur 


p*')’ 


Or la géométrie nous donne la relation 

/■’bb x’ -+• (« + i + cj(o — x — e) — b 1 — 2 ex , 

d’où l’on tire 

cdx = — rtlr, 

ou 


xrfx — r ! 


2 c 1 


— 


par conséquent, 

X = 2irfia — c -t- -î-j J' ( b 1 — r’) rfr 

On trouve pareillement 

r ' 1 ={’+2 cx\ 
x' dx' b ’ — r ' 1 , 

/ ' ~ 2 c’ ' r ’ 

X’ = 2 b pp j^c -F — jT (é : -r")rfr' | 
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ou, ce qui est la même chose, 


X'=2*f*P c+ ï?f t (*’ -'O 'Z'']- 


La condition d’équilibre 

X = X' 

peut donc s'écrire 

i f b 

a — IC — — / ( l,’—r’),/r 


= -b'{b' + c-a) + 

Eliminant par la relation 

/>'’=«> -H c% 

il vient 

i2f* — 8 a’c •+ 3 a 1 = o, 

équation qui détermine c, et donne approximativement 


3 

c — - a . 

7 

Diarian Repositon, p. 629. 

5. La plus grande attraction qu’une masse homogène 
de figure quelconque puisse exercer, suivant la loi de la 
gravitation universelle, sur un point placé comme on 
■ voudra , est à l’attraction que la même masse, réduite en 
sphère homogène et de même volume, exercerait sur un 
point placé à sa surface, dans le rapport de 3 à ÿa5. 

Le corps de plus grande attraction , sous une masse et 
un volume donné, jouit de cette propriété, que les molé- 
cules situées à sa surface exercent des attractions égales 


H* 
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suivant la direction de la résultante. En effet, considérons 
un corps homogène dont toutes les molécules situées à la 
surface exercent des attractions égales. Si nous déplaçons 
une de ces molécules, ce ne peut être qu’une molécule de 
la surface, autrement nous changerions la densité; et 
cette molécule ne peut être placée qu'à l’extérieur. Or je 
dis que toute molécule située à l’extérieur attire moins 
qu’une molécule placée sur la surface primitive. 

Prenons le point attiré pour origine de coordonnées 
polaires dont l’axe coïncidera avec la direction de l’at- 
traction résultante, et nommons A une constante. La sur- 
face d'égale attraction aura sou équation de la forme 


(C) 


cos 8 

r 2 



et il est clair que pour tout point extérieur on aura 



c’est-à-dire que l'attraction sera moindre que pour un 
point de la surface. 

De là il résulte que nous pouvons prendre l’équa- 
tion (C) pour représenter la surface du corps de plus 
grande attraction , sous une masse et un volume donnés. 
INous supposerons la densité du corps égale à l’unité, et 
nous prendrons pour unité de force l’attraction de l’unité 
de masse à l’unité de distance. 

D’après cela , le volume du corps est 
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et l'attraction qu’il exerce a jtour valeur 

- 1 
rn J' J* sin OcosOrffl (lr— ?. * ^ J cos’ OsinOrfÔ = | -A. 

Le rayon R de la sphère, qui a même volume et même 
masse, doit vérifier l'équation 


d’où 


4 4 

h*' =75^"' 


R = 


î'5 


On en couclut que l'attraction de cette sphère sur un point 
placé à sa surface est égale à 



et, par conséquent, le rapport de l’attraction du premier 
corps à celle de la sphère a pour expression 


4^ J/ 25 
3 î/5 


Gaüss, Principia generalia theoriæ figura- fluidorum in 
statu œquilibrii ; Gcettingue, i83o. 

6. Démontrer la proposition suivante : 

SU' on admet que l’attraction 
de la matière ne dépend que de 
la distance, ta seule loi d'attrac- 
tion , suivant laquelle une couche 
sphérique homogène n ’ exerce 
aucune action sur un point inté- 
rieur, est celle de l’attraction en 
raison inverse du carré de la dis- 
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tance ; niais si l'on suppose que l' attraction dépend à la 
fois de la distance et du rayon de la couche sphérique, il 
est une infinité de lois pour lesquelles la couche n' exerce 
aucune action sur le point intérieur. 

Soient r le rayon intérieur de la couche; 
dr l’épaisseur infiniment petite de cette couche; 
a la distance d’un élément E de cette couche au point 
attiré M; 

c la distance du centre O au point M ; 

9 l’angle que le rayon OE fait avec la direction OM; 
o l’angle que la droite ME fait avec la même direction ; . 
et f (u, r) l'attraction de l’unité de volume situé sur 
la couche à la distance u du point attiré. 

La direction de l’attraction résultante coïncide évidem- 
ment avec la droite MO, et la valeur de cette résultante 
est 

cos ç sin 0 ( « , r) H 0. 

Or on a 

« sin fl c sin (6 -t- ç) 

r sin ? c sin ç 

différentiant ces équations par rapport à u, c et <p, il 
vient 

du 

cos y = — ; 

et si l’on observe que 

^/(“,r)=£ c f/{u,r)du, 

car r est une constante, on verra aisément que l'attraction 
résultante peut se mettre sous la forme 


R = art r’dr J 


fi sin fl / /( M, r ) d fl. 
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Nous pouvons exprimer la variable 0 en fonction de la 
variable u qui lui est unie par la relation 

u} = c’ -+■ r 1 — aercos 8; 

d'où 

U 

sin z: - d k. 

rr 

Posons, pour abréger, 

(') f f(«, r)du=¥(u, r), 

(a) J'uF(u, r)r/u = /•(«, r), 

et observons qu’aux limites 0 = o, 0 = r. correspondent 
les limites u = r — c, u = r-h c; alors il vient 

(3) R = a* rdr ■ t ^ j ■ 

Pour que l'attraction R soit nulle, il faut que la quantité 

/^(r + r , r)— F(r — c, r ) 

C 

soit indépendante de c; nous pourrons donc poser 

F(r + c, r) — F(r — c, r) c f (r), 

tp (r) étant une quantité indépendante de c. On en conclut, 
par une double différentiation relative à c, 

(4) F“( r + c, r) - Fl(r—c, r ) = o. 

Maintenant, il nous faut distinguer deux hypothèses. 
Admettons d’abord que la loi de l’attraction soit indépen- 
dante du rayon de la couche; alors y (u, r) se réduit à 
/(u), et l’équation précédente devient 

y (r r) — F“ r (r — e) O. 
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Ici r cl c sont quelconques; il en est de même pour leur 
somme r-f- c et leur dillërcnee r — c ; d'ailleurs 

K i r — r )~ K-A r — c ); 

par conséquent, la dérivée seconde F" (u) est indépen- 
dante de «, et la dérivée troisième F'" (ri) est nulle. 

Or, d’après l'équation ( 2 ) , on a 

F’ («) = « F ( « ) , 

(5) F" («) =jF(*) + «F' («), 

F”(u) = 2 F' (u) -h h F" («), 

et , si l’on a égard à l’équation ( 1 ) , 

F" («) = »/(«) -+- "/'(“)• 

Ainsi la fonction f (u) , qui représente la loi de l’attrac- 
tion, doit vérifier l’équation 

«/'(") + 2 /(") = °. * 

«y' («) ■+■ *«/(«) =0, 

laquelle donne , par intégration , 

n*f{u) = const ~ A, 



c’est la loi de la nature. 

Passons à la seconde hypothèse, où l’on suppose que la 
loi de l’attraction dépend du rayon de la couche. 

Dans l’équation (4), le rayon r ne peut être considéré 
comme une quantité arbitraire; par conséquent, on ne 
peut se donner à volonté qu’une seule des quantités 
r-4-r, r — c. Nous prendrons 

r + r = « , d’où r — e = 2 r — u. 


Alors l’équation (4) nous donne 

F". («, 0 — ( 2 / — «, r) = 0 ; 
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ou, d’après la formule ( 5 ), jointe à l'équation (i), 

F («, r) -\-nf{u, r) — F ( 2 r — ti, r) — ( 2 r — «)/(2 r — u, r ) = o. 
Diflèrentions par rapport à u, il vient 

2/(", r) -+- ufl ( u , r) ■+- 9.f {y.r — u, r) 

-4- (2r — « ) (2r— «, r ) = 0. 


Cette équation nous montre que la fonrtion J (u, r) est 
assujettie à rette seule condition , que la quantité 

2 /(«, r) ■+- nf' u («, r) 

eliange de signe et non de valeur, lorsque l'on y change 11 
en 2 r — u-. cela revient à dire que la quantité dont il 
s'agit est l’ordonnée correspondante à l’abscisse 11, dans 
une courbe qui a pour centre le point de l’axe des abscisses 
correspondant à 11 = r. 

Soit 

’• = ?("> r ) 

l’ordonnée d’une courbe qui jouit de cette propriété. O11 
pourra poser 

2«/(o, r ) -4- «’/J («, r ) = (#?{«, r) ; 

alors 

/(“. r ) = Jt f "?("> r)du 

représentera une loi d’attraction pour laquelle une cou- 
che sphérique de rayon r n’exercera aucune attraction sur 
un point intérieur. 

Prenons, par exemple, 

r — a(r— u), 
a désignant une constante. 

4 - 
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Nous aurons 

La première partie du théorème qui précède est île La- 
place ( Mécanique céleste, liv. II, chap. 11 ); la seconde 
partie , relative à une loi d'attraction qui dépend du 
rayon de la couche, a été remarquée par M. Bertrand 
dans sou cours au Collège de France. r 

7. Trouver toutes les lois d'attraction qui ne dé- 
pendent que de la distance, et suivant lesquelles une 
couche sphérique homogène attire un point extérieur 
comme si elle était tout entière condensée en son 
centre. 

Si nous conservons la notation du théorème précédent, 
l'équation (3) de ce théorème nous donne, dans le cas 
actuel , 

, <1 \ F(c + r) — F(c— r)T , 

3 T ' rdr Jc \ «• I = 4*rc’f/r/(<-), 

d’où l’on tire 

F(c -f- r) — F[c — r) — 2 . rc 

<p (r) étant une quantité indépendante de c. 

Dans cette dernière équation, les dérivées secondes du 
premier membre par rapport à cet par rapj>ort à r sont 
évidemment égales; nous pouvons donc égaler entre elles 
les dérivées secondes du deuxième membre; il vient alors 

*/(<•) + rf /(r) _ i_ d'q[r) 
r de 2 r dr 7 

Le premier membre de cette équation est indépendant 
de r , et le second est indépendant de c ; il faut donc que 
chacun des deux membres soit une constante : nous nom- 


/ 


f{c)dc + c T (r! 
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merons celle constante 3 A } en sorte que 

1 ; — = JA. 

c </c 

Intégrons, et nommons 15 une nouvelle constante; il 
viendra, on remplaçant c par u, 

/(«)=*« + *• 

Telle est la .forme des lois d’attraction suivant lesquelles 
une concile sphérique attire un point extérieur comme si 
elle était condensée en son centre. On voit que, parmi les 
lois d’attraction qui jouissent de cette propriété, la loi de 
la nature est la seule d'après laquelle l’attraction soit peu 
considérable à de grandes distances. 

I.aplace, Mécanique céleste, liv. Il, cltap. u. 

» f 8. Un poids P est maintenu en équi- 

1 - — libre sur un plan incliné BA par l’ac- 

. . _ P 

r a /ion île trois forces égales à -■> et.diri- 

J ° 3 

gées, l'une en sens contraire de la pesanteur, l'autre 
clans la direction BA et la troisième suivant l'horizontale 
AC. Quelle est l’inclinaison du plan B A sur T horizon? 

Celte inclinaison est égale .à a arc tang 

9. Deux forces données F, F', respectivement pa- 
rallèles à la m />ase et à la longueur d'un plan incliné, 
sollicitent, alternativement une même molécule pesante 
posée sur ce plan. Quel doit être le poids P de cette mo- 
lécule pour qu’elle reste en repos? 

On trouve 

FF' 

P = ■ • W. W. 

y F« — F'> 

10. Deux poids P et Q sont unis par un fil PCQ en- 
gagé sur une poulie C; le poids Q pend librement , le 
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poids P s'appuie sur un plan qui fait avec l'horizon 
un angle connu», et tout le système est en équilibre. 
Déterminer l'angle que le fil CP forme avec le plan 
incliné et la pression que le point P exerce sur ce plan . 

Si l’on nomme R la pression cl $ l’angle cherché, on 
trouve 

„ P sin x _ /— . — — 

0 = arc cos — ~ — » R = P cos a — VQ’ — P ! sin’a. 

AV. W. 

11. On courbe un tube très-étroit suivant une para- 
bole dont l'axe est dirigé verticalement de bas en haut, 
et dans l'intérieur de ce tube on place un point matériel 
qui peut glisser librement. On suppose que ce point est 
sollicité à la J'ois par la pesanteur cl par une force 
émanée de l'axe de la parabole proportionnelle à la 
distance de cet axe. Trouver les conditions de l'équi- 
libre du point. 

Soit p lintensité de la force émanée de Taxe lorsqu’elle 
s’exerce à l’unité de distance. 

Si le paramètre de la parabole est égal à -, le point 
placé où l’on voudra dans le tube y restera en équilibre: 

cr 

si le paramétre est di lièrent de -, l'équilibre est impos- 
sible. W. W. 

12. Un triangle isocèle est formé par trois lignes 
matérielles et homogènes, qui sont douées d’un pou- 
voir attractif en raison in verse du carré de la distance. 
Un point matériel est placé en un point donné de la 
perpendiculaire abaissée du sommet sur la base, et reste 
en équilibre sous l’action des forces émanées des côtés. 
Déterminer l’angle au sommet. 

Soient a et b les distances du point matériel au sommet 
et à la base. 
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L'angle au sommet est égal à 2 aresin 

13. Deux droites matérielles et homogènes Ali, AC 
se coupent à angle droit, et attirent inversement au carré 
de la distance un point matériel situé au pied de la per- 
pendiculaire AP abaissée de A sur BC. Déterminer la 
grandeur et la direction de la force nécessaire pour 
maintenir en équilibre le point attiré. 

Soient 

BC = a , C K — b, AB = c, 

m la masse répartie sur l'unité île longueur dans les 
droites matérielles, et u l’attraction de l’unité de masse 
à l'unité de distance. 

— n (j* 

La force cherchée est égale à qam et f a * 1 un angle 
de 45 degrés avec chacune des deux droites AB, AC. 

14. Un triangle ABC est formé par trois droites nia- 
térielleSj homogènes et de densités différentes, qui atti- 
rent en raison inverse du carré de la distance. Déter- 
miner les conditions d’équilibre d'un point matériel placé 
dans l'intérieur du triangle. 

Soient X , p, v les densités des côtés BC, CA , AB , et 
/>, q, r les distances du point matériel ares mêmes côtés. 

Les conditions d’équilibre sont 

}. U V 

11 en résulte que, si les côtés des triangles sont de même 
densité, le point matériel doit être placé au centre du 
cercle inscrit. 

O 11 observera que, si du point attiré comme centre, 
on construit un cercle langent à la droite qui l’attire et 
de même nature, puis que l’on trace deux rayons quel- 
conques, le segment de la droite et l’arc du cercle qui 
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sont compris outre les doux rayons, exercent sur le centre 

Jos attractions égales ('). 

F.n effet, supposons que les deux rayons soient infini- 
ment voisins. Ils forment sur l’élément du cercle et sur 
celui de la droite qu’ils interceptent deux triangles de 
même hauteur; ces deux triangles sont donc entre eux 
comme leurs bases. Dès lors notre théorème sera démon- 
tré, si nous prouvons que les mêmes triangles sont entre 
eux comme les carrés des distances de leurs bases infini- 
ment petites au centre du cercle. Soient A et 11 nos deux 
triangles. On peut remplacer l’un d'eux A par un triangle 
A' semblable au triangle 15, sans altérer la base et les 
grands côtés, si ce n’est de quantités infiniment petites 
par rapport à ces quantités elles-mêmes. Or les triangles 
A' et II étant entre eux comine les carrés de leurs grands 
côtés, il en sera de même à la limite pojur les triangles A 
" et B ; et à la limite l’un quelconque des grands côtés peut 
être pris pour la distance de la base au centre du cercle. 

On verra de même que, si l’on suppose l’attraction en 
raison inverse du cube de la distance, un cône intercepte 
sur une sphère qui a son centre au sommet , et sur un plan 
tangent de même épaisseur et de même matière, deux 
surfaces qui attirent également un point matériel placé 
au sommet. 

De là il résulte que, lorsqu’un point matériel est placé 
dans l’intérieur d’un tétraèdre dont les quatre faces sont 
des plans homogènes de même épaisseur et qui attirent en 
raison inverse du cube de la distance, les conditions d’é- 
quilibre du point sont exprimées par les relations 

P — 'l-C—i, 

X f! V p’ 

dans lesquelles p, (/, r, s représentent les distances du 


(‘ ) Ce théorème se trouve dans» la Dynamique de lùirnshaw. 

« 
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point attiré aux faces du tétraèdre, et À, a, v, p les den- 
sités de ces faces. 

SECTION II. 

ÉQUILIBRE AVF.C FROTTEMENT. 

Dans la mécanique rationnelle, on considère ordinai- 
rement les corps solides comme tout à fait incompres- 
sibles et terminés par des surfaces parfaitement unies. 
Aussi, lorsque l'on considère un corps pesant qui repose 
par une face plane sur un plan horizontal fixe, on admet 
que toute force horizontale appliquée sur ce corps lui com- 
munique un mouvement, quelque petite que soit cette 
force. Dans la réalité, il n’en est pas ainsi : la force appli- 
quée doit dépasser une certaine limite pour produire le 
mouvement; car les corps de la nature sont tous plus ou 
moins compressibles, et toujours terminés par des sur- 
faces qui présentent une multitude de petites aspérités. 
Il faut donc admettre que, dans le cas d’une force trop 
faible pour produire le mouvement, la réaction du plan 
sur la surface en contact ne se compose pas uniquement 
d'une force normale à la surface, mais aussi d’une force 
tangcnticllc égale et contraire à la force appliquée. Cette 
réaction tangeutielle est le frottement. 

Ce qu’il importe surtout de connaître, c’est la limite 
que la force de frottement ne peut pas dépasser dans des 
circonstances données ; l’expérience seule peut déterminer * 
cette limite. Voici les résultats auxquels elle a conduit. 

Considérons généralement deux corps en contact, l’un 
d’eux étant lixe. Nommons II la pression normale qui 
s’exerce entre les deux surfaces et F la plus grande force 
que l'on puisse appliquer à l’un des deux corps sur sa sur- 
face de contact et parallèlement à celte surface sans lui 
communiquer de mouvement. T a force F, que l’on nomme 


;.s 
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frottement au départ, est proportionnelle, pour deux 
substances données , à l’étendue des surfaces eu contact 
et à la pression pai tiellc qui s’exerce sur une étendue dé- 
terminée de ces surfaces. On énonce ordinairement cette 
loi de la manière suivante : 

Pour deux substances données, le frottement an dé- 
part est proportionnel à la pression normale, et quand 
la pression est la même, il est indépendant de l'éten- 
due des surfaces en contact. 

Il en résulte que, si l'on pose 

F = f*R, 

la quantité f i sera constante pour deux memes substances, 
quelles que soient la pression et l’étendue des surfaces eu 
contact. Cette constante p est nommée cocjjicicnt de 
frottement. 

Lorsqu’un corps pesant est lancé le long d’un plan ho- 
rizontal sur lequel il s'appuie par une face plane, on ob- 
serve que la vitesse imprimée s’épuise peu à peu; tandis 
qu’elle devrait rester constamment la même, si la réaction 
du plan était tout entière normale. Il faut donc admettre 
que la surface en contact éprouve une réaction tangen- 
tielle , lors même que le mouvement est établi. Cette réac- 
tion est le frottement dynamique, ainsi nommé pour le 
distinguer du frottement au repos ou frottement statique . 
Ces deux frottements se nomment encore frottements de 
glissement ou frottements de première espèce, pour les 
distinguer du frottement de roulement ou frottement de 
seconde espèce, dont nous parlerons plus tard ( 1 ). 

Généralement, lorsque deux corps animés de vitesses dif- 
férentes glissent l’un sur l'autre , le frottement dynamique 
est mesuré par une force égale et contraire à la force qu il 
faudrait appliquer à l’un des corps sur sa surface de con- 

v 1 ) Oj nanti >] uc, chap. \ll, bOCl. II. 
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tari et en sens contraire «le sa vitesse relative a la seconde 
surface, pour maintenir le mouvement relatif tel qu'il se 
continuerait si les deux corps u 'exerçaient l'un contre 
l’autre qu'une simple réaction normale. On voit que le 
frottement dynamique est une force tangenticlle qui tend 
à égaliser les vitesses des points en contact. 

Le frottement dynamique est soumis aux memes lois 
que le frottement statique au départ; de plus, il est in- 
dépendant de la vitesse relative des surfaces en contact, 
au moins dans les cas ordinaires de la pratique. Le 
coefficient de frottement dy namique est toujours sensi- 
blement inférieur à celui de frottement statique entre 
les mêmes surfaces. 

C’est en vertu de cette dernière loi qu’uu corps pesant . 
d abord en repos sur un plan dont l’inclinaison est peu infé- 
rieure à celle qui ne permet trait plus à l'équilibre de subsis- 
ter, commence à descendre pour ne plus s’arrêter, dès que 
l’on produit dans le système un ébranlement même léger. 

D’après ce que nous avons dit, la composante tangen- 
lielledc la réaction totale est égale à jaR lorsque le mouve- 
ment relatif est sur le point de naître et aussi lorsque 
le mouvement est établi, pourvu que dans ce cas on en- 
tende par p. le coefficient de frottement dynamique. Il en 
résulte que l'angle de la réaction avec la normale a pour 
tangente le coefficient p. Cet angle, arc tangu, se nomme 
angle de frottement . 

Les lois du frottement statique ont été découvertes par 
Amontons (*). Camus (’) et Désaguliers ( 3 ) ont remarqué 
les premiers que le frottement dynamique est plus petit 
que le frottement an départ. L’exactitude de ces lois fut 
longtemps contestée par suite de l’imperfection des mé- 

(*) Mém. de P Acad. des Sc. de Paris, 1699, p. *jo6. 

( * ) Traité des forces mouvantes. 

(*} Cours de Physique. 
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thodes expérimentales. Les expériences de Muschen- 
liroek ('), de l’abbé Nollet (*), de Coulomb ( 3 ) et de 
Ximénès (‘) laissaient encore des doutes; mais les belles 
expériences de M. Arthur Morin (*) les ont dissipés. Au- 
jourd’hui ces lois sont universellement adoptées. 

Les résultats suivants donneront une idée île la différence 
qui existe entre les deux coefficients de frottement pour les 
mêmes substances. Le premier nombre se rapporte au 
frottement statique, le second au frottement dynamique : 


Chêne sur chêne, fibres parallèles, sans enduit, u— j ° , " 

| 0,4» 

! 

’ . 
o, 2b 

Fer sur fonte, sans enduit, p = J 0,1 

( 0,1 


•9 

8 


‘ "T' X 

X X \ 


1 . Deux points pesants P, P' s'ap- 
puient sur deux plans inclinés et dè- 
aM polis AC, AC', et sont réunis par un 
J’ fil infiniment délié POP', qui s’en- 
^ gage sur une poulie O située vertica- 
lement au-dessus du sommet commun des' deux plans. 
Quelle est la position des points P et P', lorsque le pre- 
mier est sur le point de glisser dans la direction AC? 

Soient a, a' les inclinaisons sur la verticale des plans 
AC , AC'; 0 et 0' celles des portions du fil OP et OP'; T 
la tension du fil; P et P' les poids des points désignés par 
les mêmes lettres; p et p' les coefficients de frottement 
sur les deux plans AC et AC', K et R' les réactions nor- 
males de ces mêmes plans. 


(') Introd. ad Phil. nat ,, t. I, cap. ix ; 1762. — Lect. Ph/t, exper., 
1. 1, p. 241. 

(*) Leçons de Phys. expér ., t. I, p. a 3 o; 1/5^. 

(•) Savants étrangers (Acad, des Sc. de Paris), t. X ; 1785. 

t*) Teoria e prattea dette rcsist. de' sol. ne * loro attriti ; Pisn , 1782. 

'*) Savants étrangers (Acad, des Sc. de Paris), I. IV; § 833 . 
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Projetons les forces qui sollicitent le point P, d'abord 
suivant une parallèle à AC, puis suivant une perpendi- 
laire. 11 vient 

p R + T cos ( o — 6 ) = P cos a , 

R -+■ T sin (a — 9) = P sin a. 

Si l’on opère de la même manière relativement au 
point P', en observant que le frottement est dirigé sui- 
vant AC', on trouve 

p' R' -+- P' cos a' = T cos (a' — G'), 

R' ■+■ T sin (a' — 0') = P' sin a'. 

Entre lesdeux premières équations on élimine R , et entre 
les deux dernières on élimine R', puis entre les deux ré- 
sultats on élimine T, et il vient 

P' (cos a' - 4 - fi' sin a!) [cos (a — 9) — p sin (a — 9) ] 

= P (cos a — p sin a) [cos (a' — 0') fi' sin (a'— 6')]; 

ou , si l'on pose p = tang £ , p' = tang e', 

P' cos (a' — «') cos (a — >9 + i) = P cos (a -+- t)cos (a' — 9' — «'). 

D’ailleurs, si nous désignons par h la distance OA et 
par a la longueur du cordon, la géométrie nous donne 

h sin a h sin a! 

sin (a — 9) sin (a' — 9 ) 

Cette équation, jointe à la précédente, détermine les an- 
gles 0, 6', et, par suite, la position des points P, P'. 

W. W. 

2. Un point pesant est posé sur un plan parfaite- 
ment poli et incliné à T horizon d'an angle a. On ap- 
plique à ce point une force donnéeV, et l'on demande 
l'angle t" que cette force doit faire avec le plan pour 
maintenir le point en équilibre. On ne connaît pas le 
poids du point, mais on sait que , si l’on plaée ce point 


t. 
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sur un autre plan également incliné à l’horizon et telle- 
ment dépoli, que l'inclinaison q soit la plus petite de 
celle qu'il peut admettre sans empêcher le point de 
glisser, et que l'on applique encore à ce point la force P, 
la quantité connue S est la demi-somme du plus grand 
angle e 1 et du plus petit angle s que la force P peut faire 
avec le plan sans déplacer le point, tandis qu'une, 
autre quantité connue D est la demi - différence des 
mêmes angles. 

Considérons le plan dépoli ; nommons p son coefficient 
de frottement, R sa réaction normale et Q le poids du 
corps; supposons d’abord que la force P fasse avec le 
plan l'angle e. 

Projetant les forces d’abord sur une parallèle au plan, 
puis sur une perpendiculaire, on obtient 

P cos i = [i R -t- Q sin * , 

I* sin i R = Q cos a ; 

d’ailleurs, on a 

P = tat'S V- 

Si l’on élimine R et p entre ces trois équations, il vient 
_ o sin ( a + y) 

' COS ( t — y) 

Quand la force P fait avec le plan l'angle e', le calcul 
est le même, si ce n'est que p ou <p changent de signe; on 
a donc 

»in(a~ ? ) • 

^ COS (e‘ -t- y) 

Ces deux dernières équations nous font connaître le poids 
Q en fonction des quantités données, car si l’on ajoute 
ces deux équations, on trouve, après quelques réductions, 

q _ p cos S ens (D -+ ? ) 
sin a ros y 
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Ceci posé, la condition d’équilibre sur le plan poli est. 


P = Q 


sin a 
cost" 


remplaçant Q par sa valeur, il vient 

„ cos S , 

cos i = cos ( D -+- 

cos y 


Telle est l’équation qui détermine l’angle cherché z" . 

W. W. 

3. Un point pesant est placé sur une circonférence de 
cercle située dans un plan vertical , et sur lacpielle le 
frottement est égal à la pression. Quelle est la plus 
basse des positions où le point peut rester immobile ? 

Le rayon qui passe au point cherché fait un angle de 
45 degrés avec la verticale. 

W. W. 


I 


Digitized by Google 



64 


MÉCANIQUE rationnelle. 


CHAPITRE III. 

ÉQUILIBRE D UN SEUL CORPS 

Pour qu’un corps solide reste en équilibre sous l’action 
des forces qui le sollicitent, deux espèces de conditions 
sont nécessaires et suffisantes : i° les trois sommes des 
projections de toutes les forces sur trois droites , qui ne 
sont point parallèles à un même plan , doivent être séparé- 
ment nulles ; 2 ° les trois sommes des moments des forces 
par rapport à trois droites non parallèles à un même plan 
doivent aussi être séparément nulles. 

Si l'o/t nomme A , B, C les projections de l’une quel- 
conque des forces sur les trois droites considérées, et 
A 'a'. B 'b', Ce' les moments de la même force par rap- 
port à trois droites qui peuvent coïncider avec les pre- 
mières , et que l’on représente par £ une somme qui s’é- 
tend à toutes les forces appliquées au corps solide, les 
conditions d’équilibre seront représentées par les deux 
groupes d’équaiions 

2(A) = o, 2{Bj = o, ï(C) = o, 

S (A' a') — o, S(B'6') = o, 2(CVj = o. 

Lorsque toutes les forces agissent dans un même plan , 
il suffit de considérer leurs projections sur deux droites 
non parallèles situées dans ce plan , et de prendre les mo- 
ments par rapport à un point du plan; alors les équa- 
tions d’équilibre se réduisent à 

2 (A) = o, X(B)=oj 
x(CV) = o. 

Archimède a déterminé les conditions d’équilibre d’un 
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levier sollicité par des forces perpendiculaires au bras; la 
loi fut ensuite étendue à des forces obliques par le peintre 
Léonard de Vinci, et, peu de temps après, Stevin dé- 
couvrit les conditions d'équilibre d’un point matériel. 

Plus tard, Varignon démontra un beau théorème de 
géométrie qui lui servit d’intermédiaire pour passer de la 
loi du parallélogramme des forces à celle des moments : 

Si l'on construit trois triangles qui aient pour bases 
la diagonale et les deux côtés d’un parallélogramme , et 
pour sommet commun un point situé dans le plan du 
parallélogramme, le triangle formé sur la diagonale est 
égal à la somme ou à la différence des deux autres , sui- 
vant que le point est extérieur ou intérieur à l’angle 
formé par les deux côtés. 

.Dès lors le problème de l’équilibre d’un corps solide 
était entièrement résolu; il ne restait plus qu’à présenter 
la solution sous la forme simple des six équations que 
nous avons rappelées plus haut. D’Alcmbcrt fit ce dernier 
pas dans ses Recherches sur la précession des équinoxes, 
chap. II; 1749. 

SECTION I. 

ÉQUILIBRE SAKS FROTTEMENT. 

1 . Une tige pesante et homogène appuie son extré- 
mité inférieure A sur un plan horizontal, et son extré- 
mité supérieure B sur un plan vertical. Le plan vertical 
qui passe par la tige, est perpendiculaire à l'intersection 
commune des deux premiers plans , et coupe cette droite 
en un point C; un point connu de la lige, E, est lié au 
point C par un fl sans poids CE, qui maintient l’équi- 
libre. Déterminer la tension du fil. 

Soient 1 a la longueur de la tige, P son poids, R et R' 
les réactions du plan vertical et du plan horizontal , a et s 
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les inclinaisons de la lige et du fil sur l'horizontale AC, 
T la tension du fil. 

Observons que l’on peut toujours remplacer les poids 
de toutes les molécules d'un corps solide par une force 
unique, égale au poids total du corps, et appliquée au 
centre de gravité. 

Pour former les équations d’équilibre, projetons toutes 
les forces qui sollicitent la tige d’abord sur l’horizontale 
CA, puis sur la verticale CB, et prenons leurs moments 
par rapport au point C. Il vient 

R — T cos s — o , R' — P — T sin i = o , 

R . la sin a + P.« cos a — R'. 2 a cos a = o; 

d’où l’on lire, après avoir éliminé R et II', 

... „ cos a 

T = P ; 

2 sin (a — t) 

Celte formule résout le problème et nous montre que : 

Si s = a, Test infini, l’équilibre est impossible ; 

Si e > a , T est négatif, l’équilibre est impossible ; 

Si Test positif,' M'équilibre est possible. 

2. Une tige pesante et homogène AA' A" R repose pat- 
son extrémité inférieure A sur un plan horizontal, 
presse en A' une cheville fixe située au-dessus du corps, 
et s'appuie en A" sur une autre cheville fixe située au- 
dessous. Déterminer, dans le cas d'équilibre, les pres- 
sions exercées sur la tige par le plan horizontal et les 
deux chevilles. 

Soient 2 a la longueur de la tige, P son poids, « son 
inclinaison sur le plan horizontal , h la distance des deux 
chevilles, et R , R', R" les pressions exercées par le plan , 
la cheville A! et la cheville A". 

Projetons les forces qui sollicitent la tige sur la direc- 
tion AB et sur une direction perpendiculaire, puis pre- 
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nous leurs moments par rapport au point A. Il vient 
P sin a — R sin a = o, 

R' 4- P cos a — R" — R cos a — o , 

R". ( AA' b) — R'. AA' • — P .a cos a = o; 
d'où l’on tire 

R = P, R'=R"nîp cos a. 

b 

3. Une tige pesante et homogène A A' H appuie son 
extrémité inférieure A contre une droite verticale, et re- 
pose en A' sur un point Jixe situé au-dessous du corps. 
Déterminer les pressions que la tige supporte de la part 
de la droite et du point, lorsque l'équilibre a lieu. 

Soient 2 a la longueur de la lige, P son poids, a sou 
inclinaison à l’horizon, c la distance du point fixe à la 
droite verticale, R et R' les pressions exercées par la 
droite et par le point. 

Si nous projetons successivement les forces qui solli- 
citent la tige, sur la direction AA' et sur une direction per- 
pendiculaire, puis que nous prenions leurs moments par 
rapport tpi point üxe A', nous obtenons 
R cos a — P sin a — o, 

R' — R sin « — P cos u — o, 

R . AA' sin a = P (a — AA') cos a. 

La dernière équation peut V écrire 

Rr sin a,= P (fl cos a — c) cos a. 

Celte formule, jointe à la première, donne 
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et, par la combinaison des deux premières équations, on 
obtient 

P ( « 

R'=- —=P(- 

cos a \ c 

La valeur de cos a montre que l’équilibre est impossible 
lorsque c est plus grand que a. 

\ Quelle est la force nécessaire pour retenir , dans 
une position donnée , une porte dont tes gonds ne sont 
point situés sur une meme ligne verticale. 

On connaît le poidsP delà porte, la distance « du centre 
de gravité à la ligne des gonds, 1 inclinaison (3 de cette 
H J* sur la verticale, et l’angle dièdre * compris entre e 
plan vertical mené par cette môme ligne et le plan de la 

P Nommons 9 l’inclinaison de la porte sur le plan liori 

Le moment du poids de la porte par rapport a la ligne 
de, gonds es, P co -, or, d.n. le Irièdrc reclauglc forme 
par le plan de la porte, un plan horizontal et le plan 
vertical mené par la ligne des gonds, on a 

cosy = sina sin p-, 

pur conscqucn, , pour maintenir lu po«e on dquilib™ , il 
Lu, lui appliquer, à une disuncc b de lu ligne des gonds, 
une force normale F, telle que 

1? 6 — P sina sin (i. fl. 

5 Une tige rigide AB peut tourner librement autour 
de son extrémité inférieure A, qui est engagée dans une 
charnière fixe, tandis que son extrémité supérieure B 
s'appuie contre une droite verticale. Déterminer la 
pression exercée parla droite, ainsique les composantes 


Digitized by Google 



STATIQUE. 6g 

horizontales et verticales de la pression exercée par la 
charnière. 

Soient P le poids de la tige, a sa longueur, b la distanre 
de son extrémité inférieure au centre de gravité, a son 
inclinaison à l’horizon, R la pression exercée par la 
droite verticale, H la composante horizontale de la pres- 
sion exercée par la charnière, et V la composante ver- 
ticale. 

Si nous projetons les forces sur l’horizontale, puis sur 
la verticale, il vient 

H = R, 

V = P; 

et, si nous prenons les moments par rapport à la char- 
nière A , nous obtenons 

R . a sin a = P . b cos a ; 

d'où 


a tang a 

Ce problème fut proposé et mal résolu par Stone; Jean 
Bernoulli (*) ne le résolut pas mieux, et ce fut Cou- 
plet (’) qui donna la première solution correcte. On peut 
lire l'histoire de ce célèbre problème écrite par Francliini, 
clans les Mémoires de la Société italienne, tome XVI . 
part, i, p. 228; 1 8 1 3 - 

6. On sait que des forces en nombre quelconque, ap- 
pliquées à un corps solide, peuvent toujours se réduire à 
deux forces, et cela d’une infinité de manières. Prou 
rcr que, de quelque manière que ion fasse cette ré- 
duction, le tétraèdre construit sur les deux forces rè- 


(') Opéra, l. IV, p. 189. 

(’) Mémoires du i Académie de Pans; 1 / 31 , Cuj. 
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sultan tes , comme arêtes opposées, a toujours même 
'volume. 

Soient A , B deux points pris à volonté dans l’espace , 
et PQ la droite qui représente en grandeur et en direction 
une force donnée. 11 est aisé de voir que le moment de la 
force PQ par rapport à l’axe AB est égal, en valeur ab- 
solue, à six fois le quotient du tétraèdre ABPQ par la dis- 
tance AB. Nous représenterons ce moment par 

6 ABPQ 
AB ’ 

et nous aurons soin de disposer les lettres du numérateur 
de manière qu’un observateur, dont les pieds sont en A et 
la tète en B, voie le point P à sa gauche et le point Q à sa 
droite, lorsque le moment est positif. Nous aurons, par 
exemple , 

6 ABPQ _ g ABQP PQAB 
AB ’ — 1 AB ~ AB 

Ceci posé, nommons PQ et RS un système de deux forces 
résultantes , P' Q' et R' S' un autre système de forces ré- 
sultantes, et A , B deux points pris à volonté dans l’espace. 

Les quatre forces PQ, RS, Q' P', S' R' se font équi- 
libre; la somme de leurs moments par rapport à l’axe AB 
est nulle, et, par conséquent, on a 

ABPQ + ABRS = ABP'Q' •+■ ABR'S'. 

Nous pouvons faire coïncider les points A et B succes- 
sivement avec les points P et Q, R et S, P' cl Q', R' et 
S' ; il vient alors 

PQRS = PQP' Q' -f- PQR' S', 

RSPQ = RSP' Q' -t- RSR' S', 

P' Q' PQ -+- P' Q' RS = P' Q' R' S', 

R' S' PQ + R' S' RS = R' S' P' Q'. 
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Ajoutant ces équations, on obtient 

PQRS = P' Q' R' S', 

et cette égalité démontre la proposition. 

Ce théorème fut énoncé d’abord par M. Chasles [An- 
nales de Gergonne, t. XVIII; 1828); la démonstration 
qui précède est de Môbius [Journal de M. C relie, t. IV, 
p. 179). M. Chasles a démontré plus tard ce théorème, 
ainsi que plusieurs autres du même genre, dans 1 c Journal 
de M. Liouville, t. XII; 1847. 

7 . Soient PQ et RS les droites qui représentent en 
grandeur et en direction deux forces données. Nous dirons 
que le tétraèdre qui a ces deux droites pour arêtes oppo- 
sées est construit sur les deux forces, et nous convien- 
di •ons, daus le théorème qui suit, de prendre ce tétraèdre 
positivement lorsqu’un observateur, dont les pieds sont 
en P et la tête en Q, voit le point R à sa gauche et le 
point S à sa droite. 

Lorsque n forces appliquées à un corps solide se font 
équilibre, ou peuvent se réduire à une force unique, la 

somme algébrique des - ■ -- - — — tétraèdres, que l’on peut 

construire sur ces forces prises deux à deux, est nulle ; 
dans les autres cas, où les forces ne peuvent se réduire 
qu’à deux résultantes, la somme dont il s'agit est égale 
au tétraèdre construit sur les deux résultantes. 

Démontrer ce théorème. 

Mornes, Journal île M. Crelle, t. IV, p. 184* 


8. Une échelle, inclinée de 3 o degrés à l’horizon, 
appuie son extrémité inférieure sur un plan horizontal, 
et son extrémité Supérieure sur un plan incliné de 60 de- 
grés à l’horizon. Ces deux plans sont parfaitement po- 
lis, et l’échelle peut vire assimilée à une barre homogène. 
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Quelle force horizontale faut-il appliquer au pied de 
l’ échelle pour l'empéclier de glisser? 

Soit P le poids de l’échelle. 

jj 

La force cherchée est égale à ~ P. 

9 . Une sphère homogène repose sur deux plans in- 
clinés. Déterminer la pression exercée sur chacun de ces 
plans. 

Soient P le poids de la sphère, a, les inclinaisons 
des deux plans sur l’horizon , Il , R' les pressions exercées 
sur ces mêmes plans. 

On trouAe 


K 


sin a 


sin (a - 


7i P > »'=- 


sin (a 


P. 


Leibnitz, Opcra , t. III, p. 156. 


10. Une barre homogène s'appuie par ses extrémités 
sur deux plans inclinés. Déterminer la position d’équi- 
libre et les pressions exercées sur les plans. 

Soient P le poids de la barre, 9 l’angle qu’elle forme 
avec l'horizon, « et a' les inclinaisons des deux plans sur 
l’horizon, R et R' les pressions exercées sur ces plans; et 
supposons que l’extrémité inférieure delà barre s’appuie 
sur le plan auquel se rapportent les quantités a et R. 

La barre est perpendiculaire à l’intersection des deux 
plans, cl l’on a 


R = 


t-, P, R' = , P, 


sin (a -f- a’) sin (a -t- a') 

sin (a' — a) 


tang 0 = 


2 sin a Sin a 


1 1 . Une tige pesante et homogène AF.I 1 appuie son 
extrémité inférieure A contre un plan vertical, repose 
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en E sur un point fixe, et porte un poids Q à son extré- 
mité supérieure. Déterminer la position d'équilibre. 

Soient P le poids de la tige, a sa longueur, b la distance 
du point fixe au plan vertical , etx la longueur AE de la 
partie de la tige qui est située entre le point fixe et le 
plan vertical. 

La lige est dans un plan perpendiculaire au plan ver- 
tical dont il s’agit, et l'on a 


/ Q + -P 

x = \ a b 3 — - — 


Font an a , Mémo rie délia Societa italiana ; 1802, p. 63o. 


Si l’on suppose P = o, alors x= [ah *)' , quelle que 
soit la grandeur du poids Q. 

Euler (’) a discuté ce problème comme application du 
principe de Maupcrtuis, nommé loi du repos. 



12. Un poids Q est suspendu à 
/'extrémité B d’unctige ADB , dont 
l'autre extrémité A est cneasée 
dans une charnière fixe. Cette 
* tige est sans poids, et elle est sou- 
tenue par un fil perpendiculaire , attaché en son point 
milieu D. Déterminer la grandeur et la direction de la 
pression supportée par la charnière, lorsque la tige fait 
un angle de 3o degrés avec l'horizon. 

Soient ia la longueur de la tige, X la composante ho- 
rizontale de la pression supportée par la charnière, Y la 
composante verticale, R la pression résultante et çp l’angle 
que celte pression fait avec l’horizon. 


( l ) Academie des Sciences de Berlin, 1. VII, |t. iqI». 
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Ou trouve 


X = 




R = Q, y 


a 



W. W. 


13. Une barre pesante AB peut tourner librement 
autour de son extrémité A, qui est fixe, tandis que l'autre 
extrémité B est soutenue par un cordon, qui s' engage sur 
une poulie fixe et porte un poids Q. Déterminer la po- 
sition d'équilibre. 

On connaît le poids P de la barre , les distances a et b 
de son centre de gravité aux extrémités A et B, les dis- 
tances l et A de la poulie à l'horizontale et à la verticale 
menées par l’extrémité lixe A. 

Les angles 0 et œ, que la barre et le cordon forment sur 
l’horizon , nous sont donnés par les équations 


Q (a b) sin (y — 0) = Va cos 0, 

(n b) sin (y — 8) = X sin y — I cos y, 

dont la résolution est facile. 

14. Une barre pesante et homogène appuie l'une de 
ses extrémités sur un plan incliné, tandis que l'autre 
extrémité est soutenue par un fd attaché en un point 
fixe, lequel est situé au-dessus du plan incliné. Déter- 
miner la position d'équilibre, la tension du fil et la pres- 
sion sur le plan. 

Soient a. l'inclinaison du plan sur l’horizon, ia la 
longueur de la barre, P son poids, 0 son inclinaison sur 
le plau, H la pression qu’elle exerce sur le plan, T la 
tension du iil. c sa longueur, © son inclinaison sur le 
plan, b la distance au plan du point fixe où le fil est 
attaché. 
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Les angles 0 et ip sont déterminés par les deux équa- 
tions 

2 sin (y — 0) sin à = cos f cos (0 -H a), 
c sin ç 2 o sin 0 = 4 ; 

et l'on a 


COS <p 


T = 


p!îHf. 

COS <f 


15. Une barre pesante et homogène appuie l’une de 
ses extrémités contre un plan vertical, tandis que l'autre 
extrémité est soutenue par un fil attaché en un point 
fixe du même plan vertical. Déterminer la position 
d’équilibre, la pression contre le plan et la tension du 

fil- 

Conservons la notation du problème précédent , en sup- 
posant que l’angle 2 soit égal à 90 degrés. 

Il vient 



1 6. Dans l'intérieur d'une sphère creuse on place une 
lame pesante et homogène, dont la jorme est celle d'un 
triangle isocèle ; les trois sommets s'appuient contre 
la surface de la sphère. Déterminer la position d’équi- 
libre. 

Soient r le rayon de la sphère, a la longueur des côtés 
égaux dans le triangle , h la hauteur du triangle et 6 l’angle 
que son plan forme avec l’horizon. 

On trouve 


tang 0 = 


44 ’ — 

3 V'4 r 7 /r — a' 


w. w. 
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17. Une tige pesante et homogène s'appuie sur le 
bord d'un hémisphère concave, et son extrémité infé- 
rieure repose sur la surface interne. On suppose que 
le bord de l’hémisphère est horizontal, et que la lon- 
gueur de la tige est supérieure au diamètre. Déterminer 
la position d'équilibre. 

Soient r le rayon de l’hémisphère, ia la longueur de 
la tige et 0 l'angle qu’elle forme avec l’horizon. 

L’angle 0 est déterminé par l’équation du second degré 

4 r cos’ 0 — a cos 0 — 2 r = o. 

18. Un poids Q est suspendu sur le bord d’une de- 
mi-sphère homogène, qui repose par sa surface con- 
vexe sur un plan horizontal . Déterminer la position 
d’équilibre. 

Soient P le poids de la demi-splièrc, c la distance de 
son centre de gravité au centre de la sphère, et 0 l’angle 
de son axe avec la verticale. 

On trouve 

, Qr 

tang ô = p^‘ 

19. Une lame homogène, qui a la forme d’un triangle 
rectangle isocèle, est située dans un plan vertical, et 
s’appuie par ses côtés égaux sur deux chevilles fixes. 
Déterminer la position d'équilibre. 

Soient h la hauteur du triangle, 0 l’inclinaison de sa 
base sur l'horizon et a la distance des deux chevilles. 

On obtient les deux solutions 

0=o, 0 = arccos~- 

j a 

W. W. 

20. Une lame circulaire et homogène repose par son 
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centre sur une tige verticale. Placer sur la circonférence 
trois poids p t , p . , p 3 , de manière que la lame reste 
horizontale. 


Soient (p x , />,), (/>„ /?,), (/z 3 , /.»,) les angles au centre 
sous-tendus par les arcs qui séparent les poids p x et //, , 

Pi « pt, p 3 Clp x . 

On trouve 


«*(/>,, p.) = 


P, 


■ Pi 


2 />, /> i 


COS (/»,, Pi) — — 

cos (/>*,/»,) = — 


/L 




7' Pi Pi 

P ) +P*, —Pi 

*pip< 


SECTION 11. 


ÉQUILIBRE AVEC FROTTEMENT. 


1 . Une barre pesante et ho- 
mogène AB repose par V une de 
ses extrémités A sur un plan ho- 
rizontal et dépoli KL; l'autre 
extrémité B est soutenue par un 
fil, qui passe sans frottement sur 
une poulie E et supporte un poids Q. Déterminer la 
suite des positions d'équilibre. 



Soient an la longueur de la barre, P son poids, 0 sou 
inclinaison à l’horizon, R la pression normale que le plan 
exerce sur l'extrémité A , F le frottement exercé sur la 
meme extrémité dans la direction LK , p le coefficient de 
frottement relatif au plan et à la barre, et 9 1 inclinai- 
son du fil BE sur l’horizon. 

Projetons les forces qui sollicitent la barre d abord sur 
une horizontale . puis sur une verticale, et prenons leurs 
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moments par rapport à l'extrémité A. Il vient 


F = Q cos y , 

R -+- Q sin <p = P, 

(A) P cos 8 = 2 Q sin (ç — 0 ). 


Posons 

F = R tang s , 

tang £ sera une quantité comprise entre o et p; alors la 
première équation pourra s’écrire 


R tang s = Q cos y , 


et, si l’on élimine R à l’aide de la seconde équation, on 
trouve 


(B) P sin i = Q cos (y — i). 

Cette relation, jointe à la formule (A), nous détermine 
les angles <f et 0 qui correspondent à une valeur donnée 
de £. On aura toutes les positions d’équilibre en donnant 
à e toutes les valeurs comprises entre o et arc tang p. 
Pour la valeur particulière £ = o, l’équation (11) donne 

y = et, d’après l’équation (A), on a 0 — quel que 

soit le poids Q, pourvu qu’il soit inférieur à celui de la 

barre. Dans le cas où l’on aurait Q= ^ P, l'angle 0 pour- 

îait être quelconque. 

B 2. Une barre pesante ACB, appuyée 
« ys''' SUI un étai DC, est soutenue par une 

/ 5 J'*! force Q qui agit à l'extrémité A dans 

3» une direction donnée. Déterminer la 
position de la barre, lorsqu'elle est sur le point de 
ülisscr dans le sens I1A. 

Soient P le poids de la barre, C. son centre de gravité, 
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a la distance AG, x la distance GC, 0 l'inclinaison de la 
barre sur l'horizon , ç l'inclinaison de la force, R la pres- 
sion normale de l'étai sur la barre et u le coefficient de 
frottement. 

Projetons les forces qui sollicitent la barre sur 1 hori- 
zontale, sur la verticale, puis prenons leurs moments re- 
latifs au point 0, en supposant que la barre soit sur le 
point de glisser. Il vient 

Q cos y = R sin 0 4- p R cos 0 , 

Q sin f -t- R cos 0 = P -t- i4 R sin 0 , 

(A) Px cos 8 = Q (a 4- x) sin — 6). 

Éliminons R entre les deux premières équations , et pour 
résoudre plus commodément l’équation finale par rapport 
à 0, posons a = tang £; nous trouvons 


tang 0 = 


Q cos (« 
Q sin (t 


y) — P sin s 
f ) 4- P cos t 


L'équation (A) nous fera connaître la distance x. W.W . 

? 3. Une planche rectangulaire et 

\ i» homogène CDEF, située dans un plan 
\ f\ vertical , repose, par l'un de ses côtés 

\>"ii CF, sur un plan dépoli A R dont l'in- 

clinaison à l'horizon croît graduelle- 
ment. Dans quelle position du plan la planche corn- 
men cer a-t-elle à glisser, ou à tomber en tournant autour 
de son sommet C? 

Soient P le poids de la planche, a le côté CF, b le 
côté CD, R la pression normale que la planche éprouve 
de la part du plan, a l’inclinaison du plan et p le coeffi- 
cient de frottement. 

Lorsque le corps est sur le point de glisser, on a 

uK = P sin a, 

R — P cos x ; 
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et, par conséquent , 

fi = tang a , a = arc lang p. 

Telle est l'inclinaison du plan lorsque le corps commence 
à glisser. 

Observons cependant que le corps pourra perdre son 
équilibre sans glisser. En effet, soient G le centre de gra- 
vité du corps et GH une perpendiculaire abaissée sur le 
côté CF; si le coefficient u est assez considérable pour que 
la droite CG devienne verticale avant que l’angle a ait 
atteint la valeur arc tangu, à cet instant le corps tournera 
autour du sommet C, et perdra son équilibre avant de 
glisser. Lorsque la ligne CG est verticale , a est égal à l'an- 
gle CGH, d’ailleurs tangCGH = par conséquent, le 

•i. . a .. 

corps commencera par tourner si 1 ou a p ]> -, et il com- 
mencera par glisser si l’on u jx 

■I. Une tige pesante AB peut sc 
mouvoir en tous sens et sans frotte- 
ment autour de son extrémité A comme 
pivot; son autre extrémité B s’appuie 
sur un plan vertical et dépoli. Déterminer la position 
de la tige lorsqu’elle est sur le point de perdre son 
équilibre. 

Soient P le poids de la barre, a son inclinaison sur la 
perpendiculaire au plan, U la pression normale que la 
barre éprouve de Ja part du plan, et f i le coefficient de 
frottement. 

Le lieu du point B sur le plan vertical est un cercle qui 
a pour centre la projection O de l’extrémité fixe A. Nom- 
mons 6 l'inclinaison du rayon OB sur l'horizon., et ob- 
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servons que le frottement s’exerce suivant lu tangente au 
cercle. 

Si nous considérons les moments des forces par rapport 
à un axé vertical passant à l’extrémité fixe A. nous ob- 
tenons la relation 

R'. OB cosO = u R sinO. OA . 

.Or 

OB = OA tanga ; 

donc 

• i 

tanga cosO = p sinO, langO = -tanga. 

W. W. 


Une tige pesante appuie ses extrémités l'une sur 
un plan horizontal, l’autre sur un plan vertical, et est 
perpendiculaire à l'intersection des deux plans. Déter- 
miner la position de la tige, lorsqu'elle est sur le point 
de perdre son équilibre. 

Soient p et p 1 les coefficients de frottement relatifs au 
plan horizontal et au plan vertical , a et b les distances du 
centre de gravité de la lige à l’extrémité inférieure et à 
l’extrémité supérieure, 6 l’inclinaison de la tige sur l’ho- 
rizon. 

On trouve 


tangO = 


a — pp’ h 
f*(« + b ) 


fi. Une barre pesante et homogène appuie ses ex- 
trémités sur les deux faces d'un angle dièdre dont l’a- 
rete est horizontale. Déterminer la plus grande incli- 
naison à l'horizon que la barre puisse admettre sans 
glisser , et trouver les relations qui existent entre le 
poids de la barre et les pressions normales quelle 
éprouve, lorsqu'elle est sur le point de glisser. 


Soient a et a.' les angles que les faces du dièdre font 

I. 6 
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avec l'horizon de pari el d'aulrc de l'arcle commune, 
tangÀcl lang)/ les coeflicients de frollenieijl relatifs à ces 
deux faces estimés en s'éloignant de l'arête, R et R les 
pressions normales que la barre éprouve de la part des 
mêmes plans, P le poids de la barre et 0 sa plus grande, 
inclinaison. 

(.a barre doit être perpendiculaire à l'arête du dièdre, 
el l’on trouve 

R R' P 

cosA sin ( a' — V ) cosV sin (a — A) sin( a a ' — ). — A') 

2 tangO — cot(a — A) — col(a' — A'). 

7. Une plurielle rectangulaire et homogène repose par 
son milieu sur un cylindre honzontal ; l'axe du cylindre 
est perpendiculaire à celui de la planche. Quel est le plus 
grand poids que l’on puisse suspendre ù 1’cxtrêmitc de la' 
planche sans la faire glisser sur le cylindre ? 

Soient P le poids de la planche, 2 a sa longueur, r le 
rayon du cylindre, tangÂ lecoelhcient de frottement, et Q 
le poids cherché. 

On trouve 

Q rA 

P a — rA 

8. Une barre pesante el homogène appuie l’une de 
ses extrémités contre un plan vertical, tandis que 
l’autre extrémité est soutenue par un fil attaché en un 
point du plan. Déterminer la position de la barre 
lorsqu’elle est sur le point de glisser. 

Soient a la longueur de la barre, P son poids, R la 
pression normale qu’elle éprouve de la part du plan, 

0 l’angle qu’elle forme avec la verticale, l la longueur du 
fil, s son inclinaison sur la verticale, et u le cocflicient de 
frottement. 
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Los angles 7 et 0 sont déterminés par les équations • 

(4« ! — 4 1 1 — (*’/’) tang’ ip qi lang p + 4«’ — /’ = o, 

sin $ — - sin v. 

a . ■ ' ‘ . 

Le signe supérieur correspond au glissement de bas en 
haut; le signe inférieur, qu glissement de haut en bas. 

9. Un cylindre elliptique , dont l'axe est horizontal , 
appuie sa surface convexe sur deux /dans, l’un ver- 
tical et poli, T autre horizontal et dépoli. Le corps est 
sur le point de’ glisser ', lorsque le grand axe de l'el- 
lipse. de base fait un angle de 4 > degrés avec l'ho- 
rizon. Quel est le coefficient de frottement sur le jdan 
horizontal ? 

‘Soit e l'excentricité de l’ellipse de base. 

Le coefficient de frottement est égal à ^ e*. W. W. 

10. Une demi-sphère homogène peut rouler sur un 
plan horizontal; mais le frottement r empêche de glis- 
ser. Quel est le moment du couple nécessaire pour te- 
nir le corps en équilibre, lorsque la base est inclinée de 
3o degrés à l’horizon. 

Soient P le poids de la demi-sphèie, et r le rayon. 

3 

Le moment cherché est égal à Pc. 

. io 


«4 
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CHAPITRE IV. ’ 

ÉQUI I.IDRE UE PLUSIEURS COUPS. 


Pour un système composé de plusieurs corps solides, 
ou détermine toutes les circonstances de l’équilibre, par 
l'ensemble des équations qui expriment que chacun des 
corps est séparément en équilibre , sous l inlluence de 
toutes les forces qui le sollicitent. 

SECTION J. 

ÉQUILIBRE SANS FROTTEMENT. 

\. Entre deux plans inclinés on place deux sphères 
homogènes, de telle manière quelles s’appuient l’une 
contre Vautre, et que chacune d'elles touche l’un des 
plans. Déterminer la position d’ équilibre. 

On voit d’abord que l'intersection des deux plans doit 
être horizontale , et que la ligne des centres doit être per- 
pendiculaire à celte intersection. I.c problème sera donc 
résolu . si nous déterminons. l’angle 6 que la ligne des cen- 
tres fait avec l'horizon. 

Soient R la réaction mutuelle des deux sphères, P et 
P' les poids de ces sphères, a et a' les angles aigus que 
les deux plans forment avec 1 horizon ; admettons que 
l’angle a se rapporte au plan qui touche la sphère P, dont 
le centre est le moins élevé. Par les points de contact 
entre les plans et les sphères, abaissons des perpendicu- 
laires sur l’intersection des deux plans, et projetons sur 
ces deux droites les forces qui sollicitent chacun des deux 
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corps. U vient 

R eus (a 4- 4) = P sin a , 
R cos (a' — 6) = P' sin a'; 

d’où l’on tire, par l'élimination de R, 


r P' tan" a' — P tanga 

,ai1fc ' ‘ ~ (P' + P) tangâélânga" 


8.“) 



2. Trois sphères homogènes sont placées dans T in- 
térieur d'une sphère creuse , de telle sorte que les quatre 
centres soient dans un même plan vertical. Déterminer 
la position des trois premières sphères, lorsqu'elles sont 
en équilibre. 

Soient C le centre de la sphère creuse, c, c', c" ceux 
des trois autres sphères, P, P', P" les poids de ces sphères, 
ri, d 1 , d" lès distances de leurs centres à celui de la 
sphère creuse, 6 l’angle que Ce' forme avec l’horizon, a 
l’angle cCc', %" l’angle c" Ce'. Admettons que les lettres 
c', d ' se rapportent à la sphère qui est touchée par les 
deux autres, et que la verticale du point C passe entre les 
points c, c' . . 

Nous pouvons considérer l’ensemble des trois sphères 
intérieures, comme ne formant qu’un seul corps solide ; 
car ce corps sera en équilibre, si chacune des trois sphères 
est séparément en équilibre. Prenons par rapport au point 
C les moments des forces qui sollicitent ce corps composé. 
Il vient 


P fl cos(4 + a) H- P'd'cosO 4- P"</"cos(8 — a") = O; 


d’où 


tnng8 = 


P il eus a + P' <l' 4- P "et" cos a" 
Prfsina — P ' d" sina" 


Cette relation suffit pour'déterminer la position d'équi- 
libre j car toutes les quantités qui entrent dans le second 
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membre s’expriment aisément en fonction des rayons des 
sphères, lesquels sont connus. • ' W.- W. 

3. Deux barres pesantes el homogènes tcposeht leurs * • 
extrémités inférieures sur un même plan horizontal , et 
appuient leurs extrémités supérieures l'une contre l'autre. 

On admet que la petite surface de contact .entre les 
deux extrémités est dans un plan vertical, el que les 
extrémités inférieures _ ne peuvent glisser sur le plan ‘ • 
qui les supporte. Déterminer la position d'équilibre. 

Soient P, P' les poids des deux barres, 0, 6' leurs in- • • 
clinaisons à l’horizon , et R leur réaction mutuelle, qui 
est horizontale. 

■ Si l’on prend les moments des forces qui sollicitent 
chaque barre , autour de l’extrémité inférieure, il .vient 

P cosO = a R sinO, 

• P'cosO'= 2R sinîi'; 

d’où . . 

P _ tangîi 

’ • P' taneO' 

Francium, Mcmorit t délia Société ilatiana , 

tt XVI, part, i, p. 237 ; 181 3 . 

4. Deux cylindres sont liés l’un contre l’autre par . 
un fil inextensible. Déterminer le rapport de la ten- 
sion du fl à la réaction mutuelle des deux cylindres. 

Considérons la section faite par le plan qai contient le 
fil et qui est perpendiculaire aux cylindres. 

Soient 2 a l’ailglc au centre sous-tendu par l’arc que le 
fil recouvre sur le plus petit des cci des de section , r et /•' 
les rayons de ces deux cercles, T la tension du fil, et R la 
réaction mutuelle des deux cylindres. 

Si nous projetons sur la ligue des centres les forets qui 
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soJlic-i t«*n l 1 lin di'S cylindres , il vient 


/*“ . 

R = T i easarfx — 2 T sin a ; 
d aillciu's, si I on suppose > f> r', la géométrie nous donne 


• r — /•' . . v C' — ''' , ) * — ( r — r r )’ a J/r 

.rosa = ■ ,, sm«= — 


r -h r 


r + r 


par conséquent , 


T 

fi. 


r rt- r' 
4 \/rr' 


5. Deux Jils inextensibles sont attachés en an meme 
point fixe ; l’un supporte une' sphère,' l’-aulrc soutient 
.un pouls tpii pend au-dessous de la sphère sans la 
loucher. Déterminer l’angle que le premier fil fait avec' 
la verticale. . 

Soient P le poids que soutient le second (il , (,) — P le 
poids de la sphère, a le rayon de la sphère, et h la dis- 
tance du centre au point de suspension. 

L'angle cherché est arc sin | ^ ^ • \V . -AN . 

* 

G. Une tige rigide et sans' poids AC 15 est liée il deux 
points fixes A , C , et porte lui poids P a son extré- 
mité fî. Déterminer tes pressions exercées sur les deux 
jioinls fixes. . 

Soient a la longueur de la barre, et son inclinaison sur 
la verticale, b la distance AC des deux points d'attache, 
Fct’G les pressions parallèles a la barre qui sont exercées 
sur les points A et C, H et S les pressions perpendiculaires 
à la barre qui sont exercées sur les - mêmes points.. . 
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Ou trouve 

F G = P cos « , 

a . • a — b , 

S = T Psinx, K = — ; — Psina. ■ 

b b 

L’une des pressions F, G est arbitraire. 

SECTION II. ■ . 

ÉQUILIDRE AVEC FROTTEMENT. 

1 . On place une sphère pesante et homogène dans 
l' intérieur d un angle dièdre, dont V arête est horizon- 
tale, et qui est formé par deux lames égales et rectan- 
gulaires, libres de tourner autour de l'arête commune. 
Les bords extrêmes des deux lames sont réunis par un 
fil dont on augmente graduellement la tension. Dé- 
terminer la valeur qu’a cette tension, lorsque la sphère' 
commence à prendre un mouvement ascendant. 

Admettons, pour plus de simplicité, que les deux 
lames soieift homogènes ; nommons Q le poids de chacune 
d’elles, aa leur inclinaison mutuelle, 2 a la longueur de 
leurs côtés inclinés, R, R' cl F, F' les pressions normales 
et les frottements qu'elles exercent sur la sphère, p, u' 
les coefficients de frottement, P le poids de la sphère, r 
son ravon, et T la tension du fil. 

Lorsque le système est en -équilibre, son centré de gra- 
vité est situé dans le plan vertical qui contient l’arète 
fixe; d’où il suit que les deux lafhes font des angles égaux 
avec l'horizon. De plus, la symétrie du système montre 
que l’on a 

R' = R et F' F. 

Ceci pose, projetons sur la verticale les - forces qui sol- 
licitent la sphère, et prenons autour de l’arète fixe les rno- 
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(lienls des forces qui sollicitent la première lame. Il vient 
2 F cos a P = 2 R sin a , 

Rz cota -t- Q« sina = 2T« cosa. 


La sphère ne peut prendre un mouvement ascendant sans 
glisser sur l’une des lames; par conséquent , 'elle com- 
mencera à monter lorsque le frottement F sera devenu 
égal à la plus petite des quantités pR, p'R'. Supposons 
que p soit inférieur à p'; alors la sphère commencera par 
glisser sur la première lame, à laquelle se rapporte le 
coefficient p, et elle roulera sur l’autre face du dièdre. A 
cet instant on aura, d’après les équations précédentes, 

R = -t - » 

• • 2 (sina — pcosaj .. • • 

• Pc i 

4 a sin a (sin a — pcosa) 2 , * n k a ’ 


ou , si l’on pose p = tange , 
P cosi 


R =r - - ■ 

2 stn (a — t; 


T = 


P r COSE 


4 a sina sin (a — 


•+■ ^ Q tanga. 
W. W. 


2. Deux roues égales 0,’0', situées dans un meme plan 
'vertical, sont posées sur un plan incliné ; leurs axes 
sont réunis par une barre homogène , qui porte en son 
milieu un poids Q ; l'une des roues O est enrayée, 
l'autre est libre. Quelle est la plus grande inclinaison 
du plan qui soit compatible avec T équilibre du chariot? 

Soient r le rayon des roues, P leur poids, ia la Ion-' 
gucur de la barre qui unit les axes, q le poids de cette 
barre, X et Y les composantes de la réaction de la roue 
libre sur la barre estimées suivant une parallèle et suivant 
une perpendiculaire au plan incliné, R et R' les réactions 
normales du plan sur les deux roues O et O', ç hindi - 
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liaison- du piau,p. le coefficient de frottement ejitrc lé 
plan et la roue O. 

Considérons l’ensemble de la barre et de la roue en- 
rayée, connue ne formant qu’un seul corps; et supposons 
que ce corps soit sur le point de glisser. Si nous projetons 
les forces qui le sollicitent, d’abord sur une perpendi- 
culaire au plan incliné, puis sur une parallèle, et que 
nous prenions leurs moments par rapport à l’axe de la 
roue, il vient 


R -+- Y = ( P +- Q + q ) cosy , 
u R — X “ ( P -J- Q -t- q) si n 
ftRr H- 2 n Y = (Q 4- q) a cosç. 

Prenons maintenant les moments des forces qui solli- 
citent la roue libre, par rapport à son point de contact 

avec le plan. Nous trouvons 
* * * 

. . Xr = Prsiny. 


1. élimination des quantités X, Y, Il , entre les -quatre 
équations qui précèdent, nous donne la tangente de l’in- 
clinaison cherchée ' 


tang ? = 


V- a 

2 (t -T— fi f 


3. Deux barres égales AÇ, BC sont réunies en C 
par une charnière sans frottement , et J eurs extrémités 
* inférieures reposent sur un plan horizontal. On con- 
naît , par observation , -fa plus grande valeur fi de F an- 
gle ACB Qui soit compatible avec l'équilibre, et l’on 
veut avoir le coefficient de frottement entre les extré- 
mitet inférieures et le plan. 

ï 6 

Ce coefficient de frottement est égal à - (une - - 

2 D 2 
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• SECTION III. 

ÉQUILIBRE d’un SYSTÈME DE BARRES. 

* v 1 . Plusieurs tiges rigides et sans poids 
j / sont réunies bout à bout par des char- 

j i libres, rie manière à former un polygone 

b/ ; plan à angles variables. Chaque tige est 
c j \ / sollicitée par une force proportionnelle 
\/ \j ■ à sa longueur, appliquée' en' son point' 
À A ” milieu , -et qui est dirigée suivant la pcr- 
? \ : \ pendiculaire menée dans le plan de la 

c \ fgurc. Quelle est la forme du polygone 
lorsque le système est en équilibre? 

\\\ Soient A, Bj C, I) , etc., les sommets du 
i, polygone; q, r, etc., les réactions mu- 
tuelles <|ui ont lieu entre les côtés qui aboutissent aux 
sommets B, C, etc. ; b BjS, cCy, les droites suivant les-’ 
quelles sont dirigées ces réactions ; P, Q , R , etc., les 
forces appliquées aux côtés AB, BC, CD, etc. 

Première solution. — Déterminons les conditions de 
l’équijibre d’une lige BC. Pour cela projetons les forces 
qui la' sollicitent , d'abord sur sa propre direction, puis 
sur une direction perpendiculaire, et prenons leurs mo- 
ments par rapport au point milieu de la tige. 11 vient 

7 cos(CBfi) = rcos(BCc), 

* Q — 7 siii(CB fij -t- r sin (BCc) , 

• q sin( CBji) =;* sin(BCc). 

, La première équation, combinée avec la troisième, nous 
dohne 


(CB — ( BC rfi 



(J2 MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

et la seconde équation peut s écrire 

Q = îi' sin(BCr). 

On trouvera de même 

R = ir sin.(DCy); 

par conséquent , 

Q sin (BCc) 

R “ 

sin(DCy) 

D’ailleurs, par hypothèse, 

Q _ BC __ sin(BDC) 

R ~ Ï)C ’ 

• sm(DBC) 

doue .• • * 

sin ( BCc) sin ( BDC) 
sin(DCy) sin ( DBC) 

On a évidemment 

(BCc) -f- ( DC7) = ( RDC) + (DBC); 
et de cette relation , jointe à la précédente, on tire 

(*) /BCc) = (BDC). 

O11 prouvera de même que 


(3) 


(BAC) = (CB fl). 


Ajoutons maintenant les équations ( 1 ), ( 2 ), (3). II 
vient ' 

. (BAC) = fBDC)i 

égalité qui nous montre que les quatre sommets cimsé- 
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cuti fs A, B, C, D sont sur une même circonférence de 
cercle; il s’ensuit que, dans le cas d'équilibre, le poly- 
gone est inscriptible. L’égalité (2) nous fait voir que les 
réactions des tiges Tune contre l’autre sont tangentes à la* 
circonférence' circonscrite au polygone ; et , puisque nous 
avons trouvé q — r, toutes ces réactions sont égales. Leur 
rapport avec le rayon p de la circonférence se déduit de 
l’équation 

Q = 2 r sin(BCc). 

En effet, la géométrie nous donne 


d’où 


BC = 0 p sini BCr) , 



c’est-à-dire que le rapport du rayon de la circonférence 
à la pression mutuelle de deux tiges, est égal au rapport 
constant de la longueur d une tige à la force qui lui est 
appliquée. • 

Fiiss, Mémoires de Saint-Pétersbourg ; 1817, 1818, p. 

Deuxième solution. — Représentons en grandeur les 
forces P, Q, etc., par des lignes égales à 2 AB, aBC,elc. 
Remplaçons la force 2 AB, qui est appliquée au milieu 
de la tige AB , par deux forces parallèles égales à AB et 
appliquées aux deux extrémités de celte tige. Remplaçons 
aussi la force 2 BC par deux forces parallèles égales à BC 
et appliquées, l’une à l’extrémité C de la tige BC, l’autre 
à l’extrémité B de la tige AB; cela est permis en vertu de 
la liaison des deux extrémités qui sc joignent en B. 

Si l’on prend les moments relatifs au sommet C des 
forces qui sollicitent la tige BC, on voit que la pression F, 


• 1 

4 

9 
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qu'elle éprouve de la pari de la tige AB, doit être dirigée 
suivant BG. 'D’après la loi du parallélogramme des forces, 
les forces AB ctUG,qui agissent à l’extrémité B de la 
lige AB, peuvent être remplacées par une force égale et 
perpendiculaire à AC. Tenant compte de ces remarques , 
prenons les moments des forces qui sollicitent la lige AB 
par rapport à l’extrémité A. 

II vient 

, * . 

. F . AB sin ( ABC ) = AO. AB ras BAC) , 
ou 

F sin (ABC) =ÂC ros(BAC). 

On trouvera de même, pour le côté CI) , 


F sin ( BCD1 = BD cos ( BDC) ; 





par conséquent , 


( 4 ) 

D’un 


sin (ABC) _ AC ros BAC) 
sin(BCD) BD côs(BDC) 
autre côté, la géométrie nous donne 


si n (BAC) _ AC sln ( ABC i ^ BDsin(ABC) 
sin(BDC) g^sin(BCD) ACsiniBC!) 


On en tire, d’après l'équation (4) , 

/"s xx 

sin (BAC) _ cos (BAC) 
sin BDC) ras (BDC) 
(BAC) = (BDC). 
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On conclut, fie cette égalité, que le polygone est in- 
seripliblc clans une circonférence de cercle. YY. YV. 

2.' Un quadrilatère ABCD est 
forme par quatre tiges rigides et sans 
poids, qui peuvent tourner librement 
autour des sommets comme char- 
*b nières ; deux fis , AC. BD, dont on 
connaît les tensions T, S, joignent 
les sommets opposés. On demande la condition géomé- 
trique que le quadrilatère doit vérifier , pour que l’équi- 
libre ait lieu. 



Euler, Jeta Acad. Petrnp. ; 1779; part, u, p. 106. 

Soient O l’intersection des deux diagonales, et N la 
réaction mutuelle qui a lieu entre les points A, D par 
l’intermédiaire de la tige. 

Prenons autour du- sommet B les moments des forces 
qui sollicitent la tige AB. 11 vient 

N’.BDsin(ADB) = T.BO sin(^0Cj. 

On aura de même, pour le sommet C et la tige Cl), 

• « 
N.ACsin(CAD) = S.COsin(BOC), 

d’où • • 


T.BO _ 
S. CO “ 


BD .sin(A DB) __ BD. si n(ADO) _ BD. AO 
AC.ÿin(CAD) AC.sin(DAO) 


AC.DÔ’ 


T BD. A O. CO 

s — ac.dôTbô* 


Cette condition est nécessaire pour l’équilibre; de plus, 
elle est suffisante, car si les côtés AB et DC ne tournent 
pas autour des sommets A et C, le quadrilatère ne se dé- 
forme point. W. YV. 
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3. Un quadrilatère ABCD est 
formé par quatre, tiges rigides et 
sans poids , qui peuvent tourner 
librement autour des sommets 
comme charnières; les tiges con- 
tiguës sont réunies deux à deux 
par dûs Jils au, b fi, cy, dâ, dont on connaît les ten- 
sions A, B, C, D. Quelle est la condition géométrique 
que le quadrilatère doit vérifier pour être en équilibre ? 

La force A, qui est appliquée au point a , peut sc dé- 
composer, d'après la loi du parallélogramme, en deux 
forces : l'une À', dirigée suivant BA; 1 autre a', dirigée 
suivant «D. On aura 


A' : 


r- sin (an D) • - a a 
A — = A DA 


D a ’ . ,0 . 

sin i a l)a j 

«V * 


sin(ÂrtD) — sin (AD n) 


- A a. T) a 

A : j 

a a . L)A 


A a 


^-stnÇAaa)^ 


sin (Au D) 


sin(rt A a) 


= A 


DA 

Drt 


sin(rt AD) 


— A a . D rt 

A —• 

rt a . DA 


La force a pourra do même sc décomposer en deux 
forces appliquées aux extrémités A et B : l’une A", dirigée 
suivant AD; l’autre F, dirigée suivant la diagonale BD. 
On aura 

B « 


— — sin(rtDB) — Dn 

A" = n' L_ — — n' — 


sin(a BD) 


sin.f ADB 


B A 
DA 


sin( ABD) 


— B o. DA — Aa.Brt 
D rt . BA ‘ a a . BA ' 
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_ A « . 

• . y/ V ^' , — sm ÜAn) 

P — sin(AI>«) - Do ' ' 


(sin ADI!) 


BA . - — - ; 

— sin(DAB) 


— An. BD - A « . A a . Bl) 
BA . D a a s . DA . BA 


Ainsi la force À, qui agit au point «,.est remplacée par 
les trois forces A', A", F. 

Nous remplacerons de même la force A, qui agit au 
point «, par les trois forces : 


- Aa.Bn , . , 

A — > appliquée en A et dirigée suivant DA; 

- A <7 . D * , .... 

A -5 apnliuuee en A et dirigée suivant AB; 

a « DA rr * 


- An.Aa.DB ^ .... 

A — ’ ba DA ’ a Pl" ,< I ucc en ® pt dirigée suivant DB. 


Ces trois nouvelles forces sont égales et opposées aux trois 
premières A 7 , A', F; il en résulte que nous pouvons rem-» 
placer le fil a a par un fil dirigé suivant la diagonale RD, 
et dont la tension sera 

— Ax.Aa . BD 
• a x . PA . BA 

Nous remplacerons pareillement le fil cy par un fil 
dirigé suivant la même diagonale RD, et dont la tension 
sera 

g Cy.Cc.D B 

c7.BC.DC' 

Les deux fils a a, cy se trouvent alors remplacés par un 
seul lil dirigé suivant la diagonale RD, et dont la tension 
1 7 
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est égale à la somme 

— A*. Art. BD _ —C 7 .Cc.DB 
A a a. . DA.BA + ‘ cÿ . BC.DC 


Aux deux fils b$;dd, nous substituons de même un seul 
fil dirigé suivant la diagonale AC. et dont la tension est 
égale à la somme 

— BS.Bi.CA -DJ.Drf.AC 

B — ‘ +- D 

b B . AB CB ilS .CD. AD 
1 1 

Nous rentrons ainsi dans le problème précédent, et, 
d'après ce problème, la relation cherchée est 


OB.OD , 

^ B* B ji . B è 

D. Dô . D d 

- , 
BD 

^ è §. AB.CB 4 

' c7j.cd.ad 

OA. OC / 

’ A . A a . Art 

C. Cy.Gc 

“Te 1 

^ rt a . Î)À . BA 

c 7 .BC.DC 


Eulf.r, Acta Acad. Pc trop.; 1779; part. II, p. 106. 

4. Quatre barres égales et homo- 
gènes AB, BC, CD, DE, réunies bout 



à bout. par des charnières B, C, D, 
sont en équilibre dans un plan ver- 
-, tical; les extrémités A, E sont enga- 
gées dans deux charnières situées sur une même hori- 
zontale ; on connaît la distance AE, ainsi que la hauteur 
du sommet D au-dessus de l'horizontale AE. Déter- 
miner les conditions d’équilibre. 

. Soient a et |S les angles que forment avec l’horizon les 
deux barres inférieures AB, ED cl les deux barres supé- 
rieures BC , DC. • 

La seule condition d’équilibre est 

tanga = 3tang§. 
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Du sommet C abaissons une perpendiculaire CF sur l’ho- 
rizontale AE. Soient CF = a , AF = EF = 6, et x. y les 
distances du sommet B aux deux droites CF, AF. On 
trouve, dans le cas d équilibre, 

I 

• o 1 -+- a A’ — («' + a 1 b' •+• à 1 ) 1 


b’ + 2 a- — (b' -4- a 7 b’ -+- a' ) * 

. 2 « 


Ces dernières formules ont été données par Couplet dans 
ses Recherches fur la construction des combles de char- 
pente (*). * . • 


o. Une fige horizontale ADB porte un poids Q à son 
extrémité B, et est soutenue par une seconde tige CD; 
les extrémités A et C sont fixées sur une même verticale , 
et sont munies de charnières , ainsi que le point de jonc- 
tion D. Déterminer la pression exercée à l'extrémité C 
de la seconde tige. On négligera le poids dés deux tiges. 

Soient H la composante horizontale de la pression cher- 
chée, et \ la composante verticale 
On trouve 


H = Q 


AB 

Âc’ 


v ~ Q 


AB 

AL)’ 


cl, par conséquent, la pression totale est 


1 



6. Deux barres égales ci homogènes sont réunies .p.ar 



. (') Mémoires de l* Académie des Sci-nces de Paris ; t ^3 X , p. 6g. 


ÎOO 


mécanique rationnelle. 
une charnière ; on place le système sur un cylindre hori- 
zontal, de telle sorte que les deux barres forment un 
angle circonscrit à la section droite du cylindre. Quel est 
l'angle des deux barres dans la position d’équilibre ? 

Soient 2 a la longueur de chaque barre, r le rayon du 
cylindre, et 20 l’angle des deux barres. 

L’angle 0 est déterminé par l’équation 

r cos 0 = a sin 1 9. 
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CHAPITRE V. 

ÉQUILIBRE D’UN 11 L FLEXIBLE. 


Galilée (') chercha le premier à déterminer la forme 
qu’affecte un lil flexible et pesant, lorsqu’il estsoutcnu par 
ses extrémités. Il crut pouvoir annoncer que la courbe est 
une parabole ; c’est qu’en effet , dans le voisinage du point 
le plus bas, la courbure du fil ressemble à celle d’une pa- 
rabole. La méprise de Galilée ne tarda pas à être signalée. 
Joachim Jungius (’) Cl d’abord des expériences qui mirent 
en relief l’erreur du célèbre physicien; puis Jacques Ber- 
noulli (*) traita la question par l’analyse avec un entier 
succès. Ce dernier porta le défi aux géomètres de sou temps, 
de résoudre le problème de la cliat/iette c’est ainsi qu’il 
nommait la courbe décrite par le Cl. Trois des concurrents 
trouvèrent la solution : ce furent Jean Bernoulli , Leibnitz, 
et Huygheus; Jacques Bernoulli prouva de son côté qu’il 
avait lui-mème résolu la question. Ces solutions furent 
données sans calculs dans les Acta erudilorum pour 
l’année 1691 (juin, pages 273-282). La première démons- - 
tration ne parut que six ans plus tard dans les Philoso- 
/i/tical Transactions ; elle est de David Grcgory. 

Après avoir discuté la forme de la chaînette décrite pat- 
un fil homogène et d’épaisseur constante, Jacques Ber- 


(') Mechanica ; dialogoll, p. i 3 i. 

{•*) Gcomctrica empirica. 

(*} Acta cruditoi uni ; Lips., 1690; mai, p. 317. — Opéra, t. I, p. 
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iioulli (') dirigea ses.cfl’orts sur des cas plus compliqués. • 
Il se donna à volonté la loi suivant laquelle varie l’épais- 
seur d’un fil, et détermina la courbe décrite par ce fil; 
réciproquement, il se donna la courbe, et chercha la loi 
suivant laquelle varie l’épaisseur; puis il considéra un fil 
pesant et extensible , en admettant la loi expérimentale de • 
Hooke (*), savoir, que la dilatation linéaire d’un fil est 
proportionnelle à sa tension. Toutefois Jacques Bernoulli 
ne publia pas. les démonstrations des résultats auxquels il 
parvint ; son frère Jean ( 3 ) dut y suppléer. 

Quant aux conditions générales de l’équilibre d’un fil 
flexible, Herman (‘) fut le premier à s’en occuper; mais' 
ses travaux ne sont point exempts d’erreurs. Plus tard, 
Jean Bernoulli ( 5 ) traita celte question avec sa supério- 
rité habituelle; il s'attacha principalement à considérer 
un fil soumis à des forces qui sont dirigées vers un centre 
fixe. 

Parmi les nombreux géomètres qui se sont occupés de 
l’équilibre d'un fil flexible, nous devons citer Euler ( 4 ), 
Clairaut ( 7 ), K.ralll ■(*), Legendre (*), Fuss (*®), Jentu- 
roli (“) et Poisson (’*). 


(’) Acta érudit or uni } Lips., 1691 ; juiir, p. 289. — Optra, t. 1 , p. fâç). 
(*) De potentia restitution. 

(*) Lee ti on es mathematteœ in usum Hospilalti. Opéra , t. III, p. 387. 

( 4 ) Phoronomia', lib. I , cap. 111 , cl Appendice, € V. 

(‘) Optra, t. IV, p. ?34- 

( •) Comment. P e trop,, t. III. — Nova comment. Petrop., t. XV et t. XX 
( T ) MisceJlanca Derolinensia , t. VII, p. 270; 1743. 

(*) Nova comment. Petrop t. V, p. i J3; 1754 et 1755. 

(*} Mémoires de l’Académie des Sciences de Paris; 1786, p. 20. 

( I0 ) Nova acta Petrop., I. XII, p. 1 43 ; 1794* 

( " ) Eléments of Méchantes , by Crcsswell; part. I , p. 62. 

( * * ) Traité de Mécanique, U I, p. 364; édit. 
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SECTION I. 

CONDITIONS GÉNÉllU.fcs DE" L ÉQUILIBRE DCN HL FLEXIBLE 
ET I JS EXTENSIBLE. 


Soient APpB un (il parfaitement flexible, x , y, z les 
coordonnées du point P, x -t- Sjc, y- f- S y, z -y- Sz les 
coordonnées du point infiniment rapproché p , s la lon- 
gueur du CI AP comptée à partir d’un point fixe A , £#la 
longueur de l’élémpnt Pp. 

Concevons que l'on isole l’élément P p, en supprimant 
les portions de fil AP, Dp. Alors, pour maintenir l’élément 
P p eu équilibre, il faudra appliquer eu P une force que 
nous désignerons par t, et en p une force représentée par 
t -t- St. Ces forces sont les tensions du fil aux points con- 
sidérés. 

La première tension a pour composantes suivant les 
axes 




t 


tJi 

di' 


et les composantes de la seconde sont 



Soient X , Y, Z les composantes parallèles a'ux axes de 
la force rapportée à l’unité de masse, qui est directement 
appliquée à la molécule P. Nommons m la masse du fil au 
point P rapportée à l’unité de longueur, ou , ce qui est la 
même chose, le produit de la section du fil en P par la 
densité qui existe en ce point. 

Les composantes des forces directement appliquées à 
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l'élément «le P/> seront 

X nids , V nuis , 7. nuis. 

Dès lors nous aurons trois équations d'équilibre, si nous 
écrivons que la somme des projections sur chaque axe de 
toutes les forces qui sollicitent l’élément Vp est nulle. 11 


vient 



Si l’on élimine t . on trouve 


dx 

J ni Y iis — dj ^ 

Ç 'H X ds , 


dy 

1 ni 7 ds — dz 
. d 

Ç ni Y ds , 

■ 

(lz 

1 ni X ds — dx 

i %i 

Ç in Z ds. 


Deux quelconques 

de ces dernières équations 

représentent 


la courbe décrite par le fil. 

Corollaire I. — Intégrons les équations ( a ) par rap- 
port à s, et ajoutons les carrés des résultats, en ayant égard 
à la relation' 


(*) 


dx’ dy* <lz‘ 

Us * Us 1 ds’ 


nous trouvons 



Cette formule nous fait connaître la tension 
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On peut encore obtenir la tension sous une autre forme. 
En effet , multiplions les équations (a) respectivement par 
dx , dy, ds , et ajoutons les produits, en observant que 
l’équation (b) nous donne par différentiation 

tir d' x dy d'y dz d 1 z 

tis ds ’ ds ds 1 ds ds 1 ’ 

il vient 


t 



X dx + Y dy -f- Z dz) -4- const . 


Ces deux formules ont été données pour la première fois 
par Fuss dans les Mémoires de Saint-Pétersbourg ( i , 
pages i5o, 1 5 1 ) . 

Corollaire II. — Quand le fil entier sera situé dans un 
même plan , nous prendrons ce plan pour celui des xy, 
et la courbe sera représentée pur la seule équation 


dx j ' m Y ds = dy j m\ds . 


SECTION lï. 


FIL SOLLICITÉ PAR DES FORCES PARALLÈLES. 


I . Un fd flexible et pesant est attaché par scs extré- 
mités en deux points fixes ÿ la masse m rapportée à l’unitc 
de longueur varie d’un point à un autre , suivant une loi 
donnée. Trouver l’équation de la courbe décrite par le 
fil. Réciproquement. , la courbe étant donnée , détermi- 
ner la loi suivant laquelle varie la masse. 

J. e fil sera tout entier situé dans un plan vertical. 

Prenons l'axe des ,r horizontal, et l’axe des y- vertical 

dirigé de bas en haut; conservons pour le reste la nota- 
tion employée dans la section précédente. 

Ici 

X = o, Y = -g, 
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et les équations (a) se réduisent aux suivantes : 



La première équation donne 

, , dx 

(?.) / — = const. = C. 

' as 

Or, au point le plus lias de la courbe, ona— = i, par- 
conséquent, si l'on nomme T la tension du fil en # ce point, 
C= 7, 


et l'équation (a) devient 


( 3 ) 



Kl i minons t entre celte dernière formule et l’équa- 
tion (t); nous obtenons 



Au point le plus bas de la courbe 


dy 

dx 


o; par consé- 


quent. si l’on nomme a la valeur de s correspondante à 
ce (loint, on aura 


d L 

dx 



Telle est l'équation différentielle de la courbe. Pour 1 in- 
tégrer, il faut connaître l’expression de ni en x, y, s. 
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Diflërentions celte dernière formule; il vient 


10^ 

4 • , 


( 4 ) 


ri' y 
t rtx‘ 
« f/i 

Te 


Cette équation fera connaître la masse //*, lorsqu'on aura 
l'équation de la courbe. 

La tension est 


t 


ris 

rie 


Jean Bernoulli, Lectiones mathcmaticœ , lecl. 38, 3g, ^o. 

Opéra , t. III. 

2. Un fil flexible et pesant est attaché par ses extré- 
mités en deux points fixes ; la masse rapportée à l’unité 
de longueur est en chaque point inversement propor- 
tionnelle à la racine carrée de l'arc qui sépare ce poin t du 
point le plus bas. Déterminer la courbe décrite parle fil. 

Conservons la notation du problème précédent, et 
comptons les arcs à partir du point le plus bas, lequel 
sera pris pour origine des coordonnées. 

Soit p la masse correspondante à l'extrémité de l'arc c. 
On a • 



Posons, pour abréger, 
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Alors 

f/y fs / il y \ * s 

tc~ V P’ V^j = fP 

<li ilercii tian t , 



C est une constante que l’on tlé termine par la condition' 
que l’on ait à la fois 


Il vient 

(') 

ou 


. ,ty 

je — o et — — o . 
dx 


/ dr' 

2p V ' + ;è’> == ’ r + 2 P’ 

r . 

2 3 dy = [(.T - ap)’_4p>f dx, 


et par intégration , 

C' 4- 2 fiy ~ - (x 2 p) 4 6x 

— 2p ! log [x -4- 2 fi 4- (x’-f- 4 |îx)*].. 

On détermine la constante C' par la condition que la 
courbe passe à l’origine; cela donne 

< C'=— 2(J’log(2fi), 


-(*+ 2p)v'x’4-4 ftx ■ 


2 fi’ loj 


x 4- 2 [î 4- V •»' 1 4-4 f>-‘ 


Ielle est l'équation de la courbe. 
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Corollaire. — L 'équation (i) donne 

ds x -+- 2 p 

dl ~ , ' a p ’ 


par conséquent la tension a pour valeur 



à p 


[x + 2 P). 



Jf.at Bernoulli, Lect. mat hem. Opéra , t. III, p. 4 f>7 . 


3. Un fil flexible , dont les extrémités sont fixées sur 
une même ligne horizontale, prend la forme d'une demi-’ 
circonférence , sons t influence de la gravité. Déterminer. . 
la loi suivant laquelle la masse du fil rapportée, à r unité 
de longueur varie d'un point à un autre. 

Conservons la notation du problème précédent, et soit 
a leTayon de la circonférence. 

I.’ équation de cette courbe est 

■ j , = a ay — y’. 

On enjirc 

rli • x" , ( l'y a ' 

dx J n i ' dx ( a •' — x 1 )i ' 

ds a 

dx fa'r—x' 

et, d’après le problème I, équation (4). 

d'y • 

r dx 1 z a z a 

~g * ~ g"'— ■*' ~ g(<>— yf 

dx - . . 

Ainsi la masse varie en raison ■ inverse du carré delà 
distance au diamètre horizontal. 
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Corollaire. — La tension esi 


ils 7 a 7 H 



.Irak Bernoulli , Opcra, t. III, p. 5oa. 

4. Un fil homogène , d’épaisseur constante , est atta- 
che par ses extrémités en deux points situés sur une même 
ligne horizontale; la tension aux deux extrémités est 
égale au poids de tout le JH. Déterminer la longueur du 
fil , la distance verticale des deux extrémités au point le 
‘plus bas de la courbe déente , et la direction des tan- 
•gentes extrêmes. 

Prenons l’axe des y vertical , à égale distance des deux 
points d’attache-, et l’origine à une telle hauteur, que la 
tension , au point le plus bas de la courbe, soit mesurée 
par le poids d’une longueur de fil égale à l’ordonnée de ce 
point. Soient m la masse du fil rapportée à l’unité de lon- 
gueur, 2 <x la distance des extrémités, c l’ordonnée du 
point le plus bas , d la distance verticale de ce point à la 
droite qui joint les deux extrémités, / la longueur du fil , 
et 9 l’inclinaison des tangentes extrêmes sur l'axe des x. 

L’équation de la courbe est." comme l'on 'sait ,' 

c 

. " * ' 7. 

On en tire 

l TJl c 

Il nous faut éliminer l’inconnue c de cette expression. 

Au point (x, y) la tension est 
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A l'extrémité 9 relie valeur devient 


1 1 1 




Or, par hypothèse , celte tension doit être égale à mgl : 
donc 


l mc s 


et, par suite, 




e c =3, - = - Fog 3 , 

l== l±( 

• . >»sH / \/3log3 

Telle est la longueur du fil. 

L’ordonnée des points d'attaclic est 


- c \ e 
2 


Cette ordonnée est aussi représentée par c + <7; donc 

2 a 2 — y 3 


= c e H-e c -2 = . , , 

a \ / log 3 ^3 

Telle est la distance du point lé plus bas à la droite qui 
joint les extrémités. 

O n a généralement 


s-iG 5 -" 5 )* - 


dy 

il. 
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à l'extrémité du fil 

a «\ 

r~ e — e C j=:V3» 

d’où 


5. Un fil homogène, d'épaisseur constante , repose en 
équilibre sur deux chevilles très-minces , situées à la 
même hauteur, et qui n’exercent aucun frottement. On 
connaît la distance 2 a des deux supports, et l’on de- 
. mande la moindre longueur du fil qui puisse permettre 
l’équilibre ; ou propose encore de déterminer, pour une 
longueur donnée du fil , la courbe qu’il affecte, et la 
pression P qu’il exerce sur chacun des deux supports. 

Sommons L la longueur totale du fil, T sa tension 
aux points d'appui , et conservons pour le reste la notation 
du problème précédent; l sera la longueur du fil courbé 
en chainettc. 

D'après ce qui précède, l’équation de cette courbe est 

CO 

où c représente l’ordonnée du point le plus bas, et mcg 
la tension en ce point. 

iNous âvons aussi ( Probl. \) 



d’ailleurs , il est clair que, en vertu des données, 
T = ^ W «-( L — 0» 



dj 


=;( 
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par conséquent , 



Si , dans cette équation , ou remplace / par sa valeur 



il vient 


a 



<loù Ion voit, que la plus petite valeur que L puisse 
admettre, correspond à la racine positive de l'équation 


laquelle est 



Ainsi la plus petite longueur du fil est 


L = 2 ar. 

Supposons maintenant que la longueur L soit donnée, 
et supérieure à lac. 

L'équation (3) aura deux racines positives, c, et c î5 
l une supérieure à a, l’autre inférieure, la plus grande 
correspond à un état d’équilibre stable, et la plus petite . 
à un état d’équilibre instable. Considérons l’une d’elles c,. 
L’cquation de la courbe sera 



et nous aurons 

I 8 
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Par conséquent , . 



Ce problème s’applique à une pièce d’étoile homogène, 
d’une largeur constante, que l’on voudrait soutenir sur 
deux bâtons fixés horizontalement à la même hauteur, 
dans des directions parallèles. 

Annales de Gcrgonnc , t. XIX, p. 33ç). 

«>. Un fil pesant cl homogène est attaché par l'une de 
ses extrémités à un point fixe situé au-dessus d’un plan 
incliné , tandis que l’autre extrémité et une portion du fil 
reposent sur ce plan. On connaît la longueur totale du 
fil, l’inclinaison du plan, celle de la tangente à la courbe 
au point d'attache, et l’on demande la longueur de la 
portion du fil qui repose sur le plan. 

Soient ABC le fil dont il s’agit, A le point d’attache, BC 
la partie qui repose sur le plan incliné, / la longueur to- 
tale du fil, /' celle de la partie qui repose sur le plan, « 
l’inclinaison de ce plan sur l’horizon , et <p celle de la tan- 
gente à la courbe à l’extrémité A. 

L’arc AB appartient à une certaine chainçlle; suppo- 
sons que cette chaînette soit prolongée jusqu’en un point 
A' si\ué à la même hauteur que le point A , et qu elle soit 
décrite par un fil semblable à celui que nous considérons. 

Nous disposons les axes relativement à cette chaînette 
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auxiliaire , connue dans le problème 4, et nous conservons 
la même notation; de plus, nous nommons L le somme i 
de celte chaînette, et nous rompions les arcs s à partir de 
ce point. 

D’après les formules 

ds 

t ~'" rg 7h-' 



la lension au point B est 


\i et les ?rcs LB , LA sont 


respectivement égat^x à c tangft, c tango. 

(.e< i pose , la tension au point B est nécessairement égale 
au poids de la portion-de fil BC qui repose sur le plan, 
estime suis anl la longueur de ce plan. 

On a donc * 


j»sl' sin a — 


. c = !' sin a cos a , 

d où 

^ ^ — arc LA — arc LB = c ( tang ^ — tanga) 

= l' sin a cos a (tang® — tanga), 

/— /> eus a cos (y -T- à ) ^ v _ / cos y 

cos ? " eus a cos t-y — ' a )* 

w. w‘* 

“. I ne chaîne flexible , homogène, mais d’inégale . 
épaisseur, est suspendue par ses extrémités. Déterminer 
la loi-suivant laquelle doit varier l’épaisseur en chaque 
point, et la courbe que doit affecter la chaîne, pour que 
a tension varie d’un point à un autre proportionnelle- 
ment à l’épaisseur, ou que la chaîne présente partout 
cgale chance à la rupture. 

Conservons les notations du problème I, e( nommons*» 

• . ' 8 . 



1|6 mécakiqve bationkeli.e. 

le rapport constant qui existe entre la masse rapportée à 

l'unité île longueur m et la tension 1. 

Les formules (3) et (4) ilu problème 1 nous donnent 

<l‘ y 

• ih r dx~ 

ni = t w = mt — = — 5 

itx g ils 



si l’on pose, pour abréger, — — /k 
L’intégrale est . 

Mgr = arc langy/, 

dy 

P = ^ = tang.»g'.r; 

nous n’ajoutous pas de constante, parce que nous- sup- 
posons l’origine située au point le plus bas où J^=o. 
Si l’on intègre la dernière équation , il vient 

y = log ( cos.!.* gx ) , 

&>£ 

• ms y 

e cos.vgx = 14 

nous n’ajoutons pas de constante par la même raison que 
plus ligul. 

Cette dernière équation est celle de la courbe décrite 
par la chaîne. On voit qu elle est composée d une infinité 
de branches comprises entre deux asymptotes verticales. 
Nous n’avons à considérer que la branche comprise entre 
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les asymptotes 


Portons la valeur de p dans l'équation 


il vient 


tn — /&> = <*> t -y— ; 

dx 


/W = /w=u: SCC.WgMT , 


ee qui l’ait connaitrc la tension cl l’épaisseur de la chaîne 
en un point quelconque. 
iVous avons encore 


par conséquent , la longueur d’un arc de la chaîne compté 
à pat tir du point le plus bas jusqu’au point (x,y) est 

1 . i-t-sin.wc'x 

i = log ï — » 

2w g 1 — sin.oigx 

et le poids de cet arC a pour valeur 

r r 'i-ugx 

I mg ils = x = t tang.wex. 

J ° J cos'.vgx b 0 

l,e rayon de courbure p est donné par la formule 


Puisqueg = M *(jy, 


' ,ls __ 1 r / ni g 

M g llx CD g ° 7 Ci) g T Ci ) 7 g 7 * 


d’où l’on voit, qu’en chaque point de la chaînette, le rayon 
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<!e courbure est proportionnel soit à la tension , soit au 
poids de 1 clément. On voit aussi qu'au point le plus bas 

ce rayon est égal à — • 

J “ g 

Fincr et Bobillifr , Annales de Gergonne, I. XVII, p. tii. 

8. Un fil pesant est attaché par ses deux extrémités 
en deux points fixes . La masse du fil rapportée à l'unité 
de longueur est proportionnelle, en chaque point, au co- 
sinus de l'angle que la tangente à la courbe fait avec 
l'horizon. Trouver l'équation de la courbe. 

Soient m = (3 ^ la masse corresjtondante au point 

(x,y) et r la tension au sommet de la courbe. 

La courbe est la parabole 



Jacques Bernoulli, Acta érudit. ; Lips., Jun., Opéra, t. 1 , 
p. 449' — J*an Bernoulli, Opéra, t. III, p. 5oi. 

9. Déterminer la courbe décrite par un fil pesant, 
lorsque la masse rapportée à l'unité de longueur est pro- 
portionnelle à y" siu <f, n étant positif, et © désignant 
l’inclinaison de la tangente sur l'horizon. 

Si l’on pose 

m = sio y , 


et si l’on choisit une origine telle , que l’axe des x passe au 
sommet inférieur de la courbe et que y = x pour x = o , 
on trouve l’équation 




( n + 0 
"gp 


Lorsque n est égal à l’unité , la courbe est une hyperbole. 

Jacques Bernoulli, Acta cnulit Lips., Jun., Opéra, t. I , 
p. 449- — •J***' Bernoulli*, Opéra, t. III, p. Soi. 
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10. Un fil pesant décrit une parabole du second degré. 
Déterminer la loi suivant laquelle varie la masse rap- 
portée à l ’ unité île longueur. 

Soit 

x' — 2 «) 

l’équation do la parabole. 

On trouve 

III zzz — . 

g <fiê -t- x' 

Jean Rernouli.i , Optra, t. III, p. 5o.\ 

.41. Un Jil pesant est attaché par ses extrémités en 
deux points fixes situés sur une même ligne horizontale , 
cl la courbe décrite est une ejeloide. Déterminer , en un 
point donné, la masse du fil rapportée à l’unité de lon- 
gueur, et trouver le poids de l’arc compris entre le sommet 
de la cy cloïde et !c point donné. 

Soient 

x — a ( o> -+- sin w ) , 
r = a ( i — coîw) 

les équations do la rycloïde, et P le poids cherché. 

On trouve 

sec 5 - 6) 

2 I 

m = t — -i i V — t Une - m. 

4 a e 9 

w. w. 

12. Un fil pesant , de longueur donnée , est attache 
par son extrémité en un point fixe A, situé sur un plan 
horizontal et dépoli, tandis que Vautre extrémité est 
attachée à un poids posé sur le plan. Entre le poids 
et le point A est une fente étroite qui permet au fl de 
pendre librement. Trouver la plus grande distance du 
poids au point A qui soit compatible avec Vcquilibrc du 

système. 

\ 

£ i. 

* ; 
t \ \ 
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Soient p. le coefficient de frottement du poids sur le 
plan , n le double du rapport entre le poids donné et celui 
du fil, l la longueur du fil et ia la distance cherchée. 

On trouve 


» / \ i i ~t“ vV ( « -t* * y 4- 1 

?,« = p/(«4- i .log - 


W. W. 


13. Un fil pesant est attaché par scs extrémités à 
(leux clous situés sur une même ligne horizontale. On 
connaît la distance de ces deux supports. Quelle doit 
être la longueur du fil, pour que la pression exercée sur 
chacun des deux supports soit un minimum? 

Soient 2 0 la distance des supports, l la longueur du 
fil et 

: 

l'équation de la chaînette. 

Si l’on détermine c par l'équation 


la - 4-1 



on a 



Prenons, par exemple , an= io m ; nous trouvons 
c = 4'", 1 68 . . . et /= i 2 "", 578 . . . . 

Di a ri ttn Repository , p. 644' 

14. Un fi! pesant , suspendu par ses extémités, décrit 
une courbe représentée par l'équation 

«’i = JT 1 . 
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Trouver le point (lu Jil auquel la masse rapportée à l'unité 
de longueur est un maximum, et déterminer la valeur 
de ce maximum. 

Les coordonnées du point cherché sont 


: T’ X = V 
v 2 . 4 


et la masse correspondante est égale à — - - — • 


Diarian Repository , p. 435. 


SECTION III. 

FIL SOLLICITÉ PAU UNE FOIICE CENTRALE. 

1 . Trouver l'équation de la courbe 
décrite par un Jil flexible , dont tou- 
tes les molécules sont attirées vers un 
centre fixe. 

Soient API" B une portion du fil , S 
le centre d’attraction , PP’ un élément 
infiniment petit du fil, PT et P'T' 
les tangentes en P et P', O lè centre 
de courbure correspondant à l’élé- 
ment 1 J P' ; 

p le rayon de courbure pour le même élément ; 
r la distance du point P au centre d attraction ; 

. p la distance ST du neutre d'attraction à la tangente 
au point P ; 

T la distance PT : 

ip l’angle des deux tangentes PT. P'T' ; 

<p l’angle SPT ; 

S l’angle que forme le rayon SP avec une direction fixe ; 
s l’arc de la courbe compté dans le sens APP' B ; 
t la tension du fil au point P; 


o 
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F la force attractive au même point, rapportée à l'unité 
de masse ; 

m la masse du fil rapportée à l’unité de longueur. 
Projetons les forces qui sollicitent l'élément PP', d’a- 
bord sur le rayon de courbure PO, puis sur la tan- 
gente PT. 

Il vient 

F mds si n y = (!-+- dt) sinij/ , 

F in ris cosy = (l -t- rit) cosiji — t. 

Comme on doit négliger les quantités infiniment petites 
d’un ordre supérieur au premier, ces équations se ré- 
duisent à 

F mds sinip — Zip , 

F mds cos <f — dt , 


ou , d’après les relations ip = — et cos^ = 


rts 


(a) r m sin ? = -* 

o 

r 

(è) F mrlr— dt. 

Si l’on considère le triangle OPP' et le triangle sem- 
blable formé par TT' et les deux tangentes 1*T, P'T', on 
voit que 

T_ _ dp 
p ds ' 

d’ailleurs 

T dr 
co8 *=; = * 

Divisant ces deux équations l’une par 1 autre, on trome 


On a encore 



sin® = 


P, 

r 
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Entre ces deux dernières relations et 1 équation (a), 
éliminons p et sintp; nous olitenons 

F m dr H — — t — a , 

P 

et si nous retranchons l’équation (b ) , 

L’intégrale est 


dp dt 

— -F — = O. 

P t 


log (tp) — const. , 
tp = const. = C ; 

elle nous montre, que le moment de la tension pat- 
rapport au centre fixe est le même eu chaque point. 

On tire de cette formule , en la rapprochant de l'équa- 
tion (b), 

^ =. J F mdr. 

Cette dernière formule peut être considérée comme 
l’équation de la courbe rapportée aux coordonnées p et r: 
mais il sera plus commode de prendre les coordonnées 
polaires /-et 9, qui sont liées aux précédentes par la re- 
lation 

r*d 9 

P — 


dr' r 1 dO- 


11 vient 


ou 

(0 


tr'dB = C v /,/r’ 4 . rV/9% 
C dr 

dO— ■■ 

r SjF? — C* 


C’est l’équation de la courbe en coordonnées polaires , 
telle qu’elle a été donnée par Jean Bernoulli (’). 


(‘) Opéra, t. IV, p. a38. 
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La formule (b) fera connaître la tension par une simple 
quadrature, si l’on a soin d’exprimer F et m en fonc- 
tion de r. 

On remarquera de nombreuses analogies entre ces for- 
mules, et celles qui conviennent au mouvement d'un 
point matériel attiré vers un centre fixe; la tension joue 
le rôle de la vitesse. 

Le cas d’une force centrale répulsive n’a pas besoin 
d’être traité d’une manière spéciale, il suffit de changer 
le signe de F dans les formules qui précèdent. 

2. Un fil homogène et sans poids , retenu par ses 
extrémités, est attiré vers un' point fixe, par une force qui 
est inversement proportionnelle au carré de la distance. 
Déterminer la courbe décrite par le fil. 

Considérons le point de la courbe où la tangente est 
perpendiculaire à la force d’attraction. Soient r la tension 
du fil en ce point, c la distance du point au centre d'at- 
traction , et À la force attractive exercée au même point 
et rapportée à l’unité de masse. 

Conservons pour le reste la notation du problème pré- 
cédent. 

D’après l’équation ( b ), nous avons 

r c 1 mk c 1 

mdr = *- ni tir — — 4- const. 

J r- r 

Puisque t doit se réduire à r , lorsque /' = c, la constante 
est égale à r -4- mkc, et, par conséquent, 

mk c’ 

t = r + mk c 



Substituons celle valeur dans l'équation (c) ; il vient 

C <ir 


d 0 = 


' [ ( T + ‘ f ~ ’fr ) r ’ ~ C ’] 
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Or, lorsque y- = o , nous devons avoir r—c\ il en ré- 
sulte C= er, en sorte que, si nous posons 


1)1 k c 

l’équation de la courlx- se réduit à celle-ci, 

/f ne tir 

r[(« I )* r* — 2 ( « -+- l ) er -f- c : — «’«*]’ 

Il convient, pour 1 intégration, de distinguer trois 
cas, suivant que l'on a 

n i , n — l , ou » <C. 1 • 

Premier cas. // î . 

L'intégrale est 

« . ( n — i ) r -4- /• , 

H — - arc sm ' h L . 

yjn'— I " r 

Si l’on compte les angles & à partir du rayon vecteur 
qui est égal à c , on a 


G’ = 


V" • 


d'où 


(" — ')< 


r . V»’— 'A 

— = sm ’j 

\ 2 // / 


f » — i i.e 

V — i , ■ 

H COS’ U I 

n 


Deuxième cas. n — i . 
L’intégrale est ■ 


=v/^ +c ' ; 
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, si 1 on admet que 9 est nul lorsque r = c , on a 


Troisième cas. n i. 
L’intégrale est 




Vi— « 

] og |~ V '//-t-L’e 1 — 9.(e-M)c<-4 r — «’pH-rs/i — 


-n 1 / 1 4- h 1 

~ v î^«J +C; 


si 0 est nul lorsque r=c, on a 
d où 

6 s 

n t/l — «’ ^ l — il* 2 

* +<* " _«)<■]. 

//r 1 ‘ 1 

Les trois courbes que nous venons d'obtenir ont des 
asymptotes faciles à déterminer. En effet, d'après le pro- 
blème l.ona 


CT . 


c t 


ne 


m AC ' , 

r 4- m Ac — — n i 

r r 


Si 1 on fait /■= oc . il vient 


n 4- i 


c est la distance du centre d’attraction aux asymptotes 
des trois courbes. Si l’on fait de même r = * dans les 
équations des trois courbes, on trouve, pour la première 
■courbe. 


, , n i 

r > —'àz. arc cos - , 

V *’ — L n 
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I ?- 


pour la seconde courbe , 

0 — rt r, 

pour la troisième courbe . 


9 = ± - 


4- V'—" 


yi — « 


Ces angles sont les inclinaisons respectives des deux 
asymptotes sur le rayon qui sert d’origine aux angles 0. 

Jean Bernoulli , Opéra , t. IV , p. 24<J. 


3. Un Jil homogène et sans poids, rctetru par ses ex- 
trémités , est soumis à l’action d'une force, répulsive, 
émanée d'un centre fixe , et inversement proportionnelle 
à la u' ,mr puissance de la distance à ce centre. Détermi- 
ner la courbe décrite par le fil. 


Conservons la notation du problème précédent, et ad- 
mettons, qu'au point où la force répulsive est perpendi- 
culaire à l’arc, la tension est égale à ■ • 


Nous obtenons l'équation 


(£)‘ # '=eos( ( * — a)fl. 

AV. AV. 

4. Étant donnée une corde parfaitement Jlexible et 
homogène , mais dé inégale épaisseur, dont tous les élé- 
ments sont soumis h l’action d’une force centrale inver- 
sement proportionnelle à la distance , trouver la loi 
suivant laquelle doit varier l'épaisseur en chaque point et 
la courbe que doit affecter la corde dans le cas d’équili- 
bre , pour que , dans cet état , la tension varie d'un point 
à un autre proportionnellement à l’épaisseur , ou que la 
corde présente' partout égale chance à la rupture. 

Conservons la notation et les axes du problème 2; de 
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plus , prenons pour unité de force celle cjui agit à l’unité 
de distance, et pour unité de densité celle de la corde, 
eu sorte que l'épaisseur soit représentée par le môme 
nombre que la masse rapportée à l’unité de longueur. 
.Nommons a le rapport constant qui existe entre l'épais- 
seur m et la tension t. en chaque point de la corde, dans 
l’état d’équilibre. 

Les formules (/>) et (c) du problème I nous donnent 
les équations 



r l±« ,. os ( , t, — c < ±q 

dans lesquelles le signe supérieur répond à une force at- 
tractive, et le signe inférieur à une force répulsive. 

On voit que la trajectoire peut être , suivant les cas , un 
cercle, une hyperbole équilatère, une lemniscate, ou 
quelque autre courbe. 

Les deux équations qui précèdent permettent d’évaluer 
le volume d’un arc, compté à partir de l'axe polaire, en 
fonction de l’épaisseur au point où l'on s’arrête. 

*SoitV ce volume. On trouve 



Ossiax Bonnet, Journal de M. Lion ville , t. IX, p. 97 ; 1 844 - 


SECTION IV. 

t 

FIL PLACÉ SCR CNE COCRBE FIXE. 

I . Un fil flexible et pesant est maintenu en équilibre 
sur une courbe située dans un plan vertical. Déterminer, 
en un point donné, la tension du fil et la pression exer- 
cée sur la courbe. 
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Prenons l'axe des x horizontal, et soient 
P le point donné dont les coordonnées sont x, y ; 

P un point infiniment voisin ; 

p le rayon de courbure qui correspond à l’élément PP'; 
o l’angle des deux rayons de courbure qui abou- 
tissent aux points P et P' ; 

ds la longueur de l’élément PP' ; 
m la masse du fil rapportée à l’unité de longueur : 

1 la tension au point P; 

R la pression que supporte la courbe au même point P. 
Projetons les forces qui sollicitent l’élément PP' sur la 
tangente nu point P. 11 vient 

[t 4 - dt) cos? — t = mg ds t 
ou simplement 

dt — mgdy. 

Si l’on suppose que Taxe des x passe par le point où la 
tension est nulle, l’intégrale est 


t = mgy. 

Projetons les mêmes forces sur la normale au point P. 
Il vient 

rfjy 

mg ds — -t- (f -H dt) sin ? = R ds , 


ou 


dx 

ds 


't= r ’ 

ds 


. ds 

et puisque p — — t on a 


dx t 

K = me Â’*-p Ssmg 



2. Un fil Jlexible passe sur une courbe située dans un 
plan vertical, et porte à ses extrémités deux poids égaux ; 


I. 


9 
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le poids du fil peut être considéré comme nid vis-à-vis 
des poids qu’il supporte. Déterminer la pression exercée 
sur la courbe en un point donné. 

Conservons la notation du problème précédent, et 
nommons Q l'un quelconque des poids suspendus aux ex- 
trémités. 

Si l’on projette sur la normale au point P les forces 
qui sollicitent l'élément PP', il vient 

(/ -4- dt) sinç = R ds z= Roij, 
ou simplement 

t = R (J. ■ 

Si I on projette les mêmes forces sur la tangente au 
point P, on trouve 

(/ 4 - dt) cos<p — t = o , 

ou simplement 

dt — o, t — const. 

Or, en le point où la tangente est verticale, 

f — Q ; donc (J = Rp, R = -• 

Corollaire. — La pression totale que supporte la 
courbe est 

/** =q /7 = q /’. 

Soit ^ l’angle des deux normales menées aux points 
où le fil abandonne la courbe. La pression totale aura 
pour valeur la quantité Qd» augmentée des pressions qui 
s'exercent aux points extrêmes. Ces pressions addition- 
nelles seront milles, si la tangente en ces points extrêmes 
est verticale; dans ce cas, la pression totale est t:Q. 

Kuler, Nova comment. Prtrop.; i -^5 ; p. 3o" . 

3 . Un fil flexible passe avec frottement sur une courbe 
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située dans un plan vertical , et porte à ses extrémités 
deux poids Q , Q', dont le premier est trop considérable 
pour t/ue l'équilibre puisse subsister s’il n’y avait pas de 
frottement ; le poids du fil peut être négligé vis-à-vis 
des poids qu'il supporte. Quelle relation doit exister 
entre les poids Q, Q' et le coefficient de frottement p, 
pour que le système reste en équilibre? 

Conservons la notation du problème précédent , et con- 
sidérons le système lorsqu’il est sur le point de glisser. 

Si nous projetons les forces qui sollicitent l’élément 
PP', d’abord sur la normale au point P, puis sur la tan- 
gente, il vient 


(t -t- dt) siny = Rds = R??, 

(t + dt) cos f — f -t- « IWi = o , 

ou simplement 


' = Rp, 

dt 4- fi R ds = o. 


On tire de ces formules 



Pour que les calculs soient plus nets, remplaçons la 
lettre ®, qui nous représente un angle infiniment petit, 
par la difiérentielle dO d’un angle Q compté à partir d'une 
direction fixe. Nommons 6 , , 6, les valeurs de 0 qui cor- 
respondent aux points extrêmes, où le fil abandonne la 
courbe , en sorte que 4> soit égal à la différence 0, — 0, . 

Nous aurons 


logf = — p J d9 — — pO - f- const. — — u9 -t- C. 

9 - 
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Si nous appliquons cette formule aux points extrêmes, 
il i ient 

logQ — C— «0,, logQ' — f. — f* Ôj , 
d’où il résulte que la condition d’cquilibrc est 

Q <»(«,-<?,) 

Q' = 

Lorsque le til est sur le point de glisser, on a 
logf — log Q' = u (9,— 9), 

L — 

Q' 

alors la pression totale exercée sur la courbe est égale à la 
somme des pressions exercées aux points extrêmes, plus 
la quantité 


I 




rf9 


Corollaire. — Si les tangentes à la courbe aux points 
extrêmes sont verticales, on a 

9,- 9, «, 

et la condition d’équilibre devient 

%<e*\ 

Q — 

Km ru , Noca comment. Prtmp. ; i ' ~fi ; p. 3i6. 

SECTION V. 

é.QtilLIBlir ü’i x FIL ÉI.ASTIQVF.. 

Lorsqu'on suspend dill'ércnls poids à l’extrémité d’un 
fil élastique et de longueur donnée, on observe que l’ai— 
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longeaient est proportionnel au poids. Si l’on lait >a- 
lier la longueur naturelle du (il, on tiou\e que rallon- 
gement est proportionnel à relie longueur, tant que le 
poids du fil peut être considéré comme nul relativement 
au poids qu’il supporte. 

II résulte de là, que si l’on nomme a la longueur na- 
turelle du fil , u' la longueur du fil lorsqu'il porte un 
poids P, et ). une constante qui dépend de la nature du 
(il , on a 

a' = a ( i -t- X P). 

Cette loi fut d’abord énoncée par Hooke, dans le 
catalogue de ses déeouvertes plaeé à la lin de sa Des- 
criptions of Helioscopes. Elle y était cachée sous l’ana- 
gramme ceiiinosssttuu (ni tensio sic vis) ; mais, plus lard , 
l’auteur ne craignit point de la développer et de la jus- 
tifier, dans son Traité De patent ta restitution. La 
théorie de Hooke servit de base au Mémoire de Leibnitz, 
Demonslrationes nooæ tie resistentia sotidomni , qui fut 
inséré dans les Acta eruditorum pour l’année 1784. On 
peut consulter avec fruit sur ce sujet les Elementa phy - 
sices de S'Gravesande, lib. I, cap. 26. 

1 . Ou suspend un fil élastique et pesatu ABC par son 
extrémité A, au point B on attache un poids P, et on 
laisse pendre librement la portion BC. Quelle est la 
longueur du fil placé dans ces circonstances? 

On connaît le coefficient d’allongement ?. , les longueurs 
a et b des pai ties AB et BC dans l’état naturel du fil . ainsi 
que la masse rapportée à l'unité de longueur m dans l’é- 
tat naturel. 

Soient 

PP' un élément infiniment petit de la partie AB; 

t la tension au point P; 

x la distance de ce point à l’extrémité supérieure A; v 
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c la longueur naturelle d’une portion de fil dont le 
poids serait égal à P ; 

a', b 1 les longueurs des parties AB, BC dans les cir- 
constances du problème. 

Considérons d’abord la partie AB. 

La masse rapportée à l’unité de longueur, dans le fil al- 
longé, est égale à : d’où résulte, pour l’élément PP', 

la condition d’équilibre 


rit 


mgrlx 
I +-U 


— t — O, 


ou 


(• -t- Xt) rit mgrlx = o, 

t i -t- - X +- mgx = const. = C. 

Or, lorsque x = o , 

t — mg (n + 4 + c); 

lorsque x= fl', 

t — mg[b - 1- c). 


Substituant ces valeurs dans la formule qui précède et 
retranchant les résultats, il vient 

(« -t- b -t- c) Ti -t- ^ Xmg (a +- b +- c) 

— (P ■+" c ) | 1 ■+■ ^ Xmg (6 ■+■ c)J — a = o ; 

d’où 

fl' = a -t- ^ Xmg (« + 24 + 2c) I- 

Considérons maintenant la partie BC. 

Soit r la tension à la distance y du point B. 

On a 

t ( t -4- - XtJ +- mgjr = const. = C'. 
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i (5 


T = mgb; 

lorsque y = li', 

T = o. 


Substituant ces valeurs dans l’équation précédente et 
retranchant les résultats, on trouve 

b' = b | i -f- ^ \ mgbj • 

Ainsi , 

n' b' = a -+- b H — ‘à mg f a ( a -t-.a b +- 2r) b' J. 


Telle est la longueur du fil dans les circonstances indi- 
quées. 


2. Un fil élastique et pesant ABC est fixé par son 
extrémité A au sommet d’un plan incliné AB, dont la 
longueur est égale à celle du fil dans son état naturel . 
Déterminer la longueur de la partie de fil BC qui pend 
au-dessous du plan. 

Soient a la longueur du plan, a son inclinaison, x la 
distance au point A d’uu point du fil AB, et t la tension 
en ce point. 

Considérons d’abord la partie de fil qui repose sur le 
plan. 

On a 


(Il -J- 


ms sin y. , 

— tlx — o ; 

I — A / 


d’où 


*( 


1 + 


H 


-l- ni gx sin a = eonst. = C. 


Si Tou désigne par r la tension au point B, par T la 
tension au point A , Ct qne Ton applique la dernière 1er- 
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mule à ces deux points, on obtient 

-t- mga sin a = T ^ i H- ^ AT 

D’ailleurs, s et a — s désignant les longueurs naturelles 
des parties de fil BC et AB , on a 

t = »igs, T = /»£[* (a — .1) sina]. 

Ces valeurs, substituées dans la dernière équation, don- 
nent 

^ \rng{a — s)[ 2 i -t- (n — ï)sina] = r. 

De cette équation du second degré on tirera la valeur de s, 
et la reportant dans l’expression 

on aura la I ongueur cfi'ertive de la partie de fil qui pend 
au-dessous du plan. 

\V. W. 

3. L n fil élastique et rectiligne réunit deux poids qui 
reposent sur deux plans inclinés et parfaitement polis. 
Trouver la position d’équilibre du système, en négligeant 
le poids du fd. 

Soient P et Q les deux poids, AC et BC les plans sur les- 
quels ils reposent, «, /3 les inclinaisons de ces plans sur 
l'horizon , 0 l’inclinaison de la direction PQ sur la direc- 
tion horizontale AB, a la longueur naturelle du fil, a' sa 
longueur efl’ectivc dans l'état d'équilibre et T sa tension. 

Considérons isolément l’équilibre du poids P, puis 
celui du poids Q. 11 vient 

P sina = T cos (a — 9), 

Q sin p = T cos (p -t- 8)i 
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T = 


P sin a Q sin (s 

cos (a — 5) cos ( fl -+- 9 ) 
P cot Ü — Q cot a 

“ pTq “ 


tang9 


i3? 


Celle équation détermine l’angle 9. 

La longueur du fil est donnée par les équations 




„ P sin a T 

1 -+- ^ rr ]■ 

cos (a — 9) | 


4. Déterminer la courbe qu'affecte une corde élas- 
tique et pesante, lorsqu'on la suspend par ses deux ex- 
trémités. On suppose que la corde est homogène et que, 
dans son état naturel, elle est partout d'cgale épais- 
seur. 


Soient m la masse de la cordc rapportée à l’unité de 
longueur dans l’état naturel, t la teusion et s l’arc 
compté à partir du point le plus fias. 

Prenons l’axe des y vertical et dirigé de bas en haut. 
On a , comme au prob. 1 de la sect. II, 



La première équation nous donne 



nift 

I -f- A L 


en désignant par r la tension au point le plus bas. 

Si l’on reporte la valeur de t dans la seconde équation, 

et que l'on pose, pour abréger, = p, il vient 


(«) 


‘Il — " >8 

ds l + ).t/l +/r 


>v 
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Nous allons ici substituer successivement à la variable s 
les variables x et v. Nous pourrons intégrer une première 
fois ; alors nous aurons deux relations finies entre p, x 
et y , et l'élimination de p nous donnera l'équation de la 
courbe. 

Remplaçons ds par sa valeur -+- p* dx\ il vient 

(2) mgdx — r ( - -+- ) t/p, 

Vv/' +P‘ J 


ce q 


( 3 ) 


ui donne, en intégrant, 

mgx = T [log (// -H </i 

OE-lr p 

<•' T = P -+• 


+■ p 1 ) + 


V' -+•/>’• 


Multiplions l’équation (2) par p, et remplaçons pdx 
par sa valeur dy ; nous trouvons 


ngily = t ( — -t- p } 

\ V ' P 1 J 


L’intégrale est 

( 4 ) 


"igX = * ^ ' -t- P‘ + - V 7 ; 


nous 11'ajoutons pas de constante, parce que nous admet- 
tons que l’ordonnée du point le plus bas est égale à — • 

On peut tirer facilement de celte équation la valeur 
de p en fonction de y ; si l’on porte cette valeur dans 
l’équation ( 3 ), on aura l'équation de la courbe, laquelle 
est assez compliquée. 

Il est cependant facile d'assigner la position d’un point 
donné à volonté sur la corde dans son état naturel. En 
effet, prenons l’équation (1), dans laquelle les variables 
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Le premier membre représente le poids de l’élément c/s; 
si donc nous appelons P le poids de l’arc s compté à 
partir du point le plus bas, nous aurons. 

( 6 ) y = -p, p=y 

Soit A un point donné sur la corde. On connait le 
poids P de la partie de la corde qui est comprise entre le 
point milieu et le point A; par conséquent, si T est 
connu, on connaît aussi la valeur de p correspondante 
au point A, dans la courbe que la corde décrit lorsqu’on 
la suspend par ses extrémités. Substituant cette valeur 
de p dans les équations (3) et (4), on aura les coordon- 
nées du point considéré. Si maintenant nous supposons 
que A soit l’une des extrémités de la corde, les valeurs 
de x et de P relatives à cette extrémité étant fournies par 
les données, les équations (3) et (6) nous feront con- 
naître T. 

L’équation (5) nous fait counaltre la longueur de l'arc 
qui se termine au point A ; car, si l’on intègre cette 
équation, on trouve 

* ~ "g [/ + à zp ^ ‘ H ~ 5 t1o b(/ ,+ V' 1 -H*’)} 

L’équation (a) nous donne le rayon de courbure p cor- 
respondant au meme point A, 

f = + », V7+7). 


On voit qu’au point le plus bas, le rayon de courbure est 
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l4o 
«'•gai à 

rng ■ 

Finch et Bouillier, Annales de Gergonne, t. XVII, p. 65. 

5. Deux poids égaux sont réunis par un fil élastique 
et sans pesanteur dont la longueur naturelle est connue. 
Déterminer, dans un plan vertical, deux courbes telles, 
que si l’on dépose les deux poids sur ces courbes à la 
même hauteur et partout oit l’on voudra, ils restent en 
équilibre. 

Soient P l’un «les poids et a la longueur naturelle «lu 
fil. Prenons l’axe des y vertical, dirigé de liant en bas et à 
égale distance des deux poids; plaçons l’origine de telle 
sorte que la tension du fil soit nulle en même temps que 
l’ordonnée des poids. 

Les courbes cherchées sont deux demi-paraboles repré- 
sentées par la double équation 

"V 

x — I =ln Pt. 

YV. YV. 

fi. Autour d’ un cône vertical et parfaitement poli, on 
place un anneau élastique, dont on connaît le rayon na- 
turel a et le poids P. Déterminer ta position d'équilibre 
pour cet anneau. 

Soit a l'inclinaison des génératrices du cône sur l’axe. 
Le rayon de l’anneau dans sa position d’équilibre est 

/ .. p 
» i-M — rot 
\ 2 jr 

cette valeur détermine la position d'é(|nilibre, car l’an- 
neau doit rester horizontal. 
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CHAPITRE VI. 

PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES. 


Considérons un système de points matériels assujettis à 
des liaisons quelconques et sollicités par des forces choi- 
sies à volonté. Concevons que 1 on donne aux points du 
système des mouvements infiniment petits et compatibles 
avec les liaisons , puis que l'on fasse le produit de chaque 
force par le petit chemin qu'a parcouru son point d'ap- 
plication suivant la direction de cette force, et qu’on 
ajoute tous ces produits. La somme obtenue sera nulle, 
quels que soient les mouvements imprimés, si l’équilibre 
subsistait avant que l’on eût dérangé le système; et réci- 
proquement, si la somme est nulle pour tous les mouve- 
ments compatibles avec les liaisons, l’équilibre subsistait. 

Cette proposition est connue sous le nom de principe 
des vitesses virtuelles ; les projections sur les directions 
des forces , des petits chemins que l’on conçoit parcourus 
par les points d’application correspondants, se nomment 
vitesses virtuelles, et les produits des forces par les vi- 
tesses virtuelles correspondantes se nomment moments 
virtuels. 

L’énoncé du principe tel que nous venons de le donner, 
suppose que les liaisons peuvent s’exprimer par des équa- 
tions, ou, ce qui revient au meme, que les points sont 
assujettis à rester sur des surfaces données. S’il arrive 
que les points soient simplement assujettis à ne pas péné- 
trer dans l'intérieur des surfaces, alors, pour qu’il y ait 
équilibre, il suffit que la somme des moments virtuels 
soit toujours nulle ou négative, et jamais positive. 

Les géomètres remarquèrent d’abord cette propriété de 
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l’équilibre dans quelques macliines particulières, puis 
ils furent conduits pas à pas à reconnaître que cette loi 
est entièrement générale. Guido Lbaldi (‘) l’observa d’a- 
bord dans l’équilibre du levier; Galilée ( f ) la découvrit 
plus tard dans le plan incliné cl dans les machines qui 
s’y ramènent; le premier il introduisit dans la science 
l’expression moment d'une force, pour signifier le produit 
d'une force par la vitesse virtuelle de son point d’applica- 
tion. Pour qu'une machine sollicitée par deux forces soit 
en équilibre, dit-il, il faut que les forces aient des mo- 
ments égaux et de directions contraires. 

Le principe des vitesses virtuelles fut exposé pour la 
première fois dans toute sa généralité par Jean Bernoulli, 
dans une Lettre à Yarignon ( 3 ) datée de Bâle, le 26 jan- 
vier 1717. Lagrange a depuis magnifiquement développé 
l’étonnante fécondité de ce principe, dans la Mécanique 
analytique . 

Le même principe des vitesses virtuelles a donné 
naissance à d’autres lois générales qui s’en déduisent 
presque immédiatement. C’est dans cette classe qu’il faut 
ranger la loi de Torricelli (‘) , savoir, que deux poids in- 
variablement liés entre eux sont en équilibre , lorsque le 
centre de gravité du système a la plus basse position qui 
soit compatible avec les liaisons. 

Tels sont encore les principes de Maupertuis et de 
Courtivron. Considérons un système de points matériels 
liés entre eux et sollicités par des forces P, Q, R, etc., 
dirigées vers des centres fixes, et fonctions des distances p , 
q , r, etc. de ccs centres aux points d’application corres- 
pondants. Déplaçons un peu le système, et soient dp, 


(*) Mechanicorum liber ; de Librù , de Cochleâ. 

(*) Délia Scienza Mccnnica ; Opéra ; t. I , p. 265; Rologna , l 655 
(*) Nouvelle mécanique, t. Il, sect. 9. 

(*) De moi u gravi um vaturahter desernderuium ; 1 644. 
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dq, dr , etc., les accroissements des distances p, q. /•, etc. 
D’après le principe des vitesses virtuelles, si le système 
est en équilibre, nous aurons 

P dp -4- Q <lq Il tir 4- ... = o ; 

d’ailleurs, il est aisé de voir que le premier membre de 
cette équation est la différentielle d'une certaine fonc- 
tion Il des distances p, q, r, etc., en sorte que l’équation 
pourra s’écrire 

rfn = o. 

De là il résulte que, si II est un maximum ou un mini- 
mum, le système est en équilibre. Tel est le principe de 
Maupertuis qui fut publié sous le nom de loi du repos 
dans les Mémoires de l’Académie des Sciences de Paris 
pour l’année 1740; Euler le développa plus tard dans les 
Mémoires de l’Académie de Berlin. 

La réciproque du principe de Maupertuis ne serait pas 
exacte, car on peut avoir ilTl = o, et le système peut 
être eu équilibre, sans que II soit un maximum ou un 
minimum. Lagrange (') a observé que, lorsque II est un 
minimum, l’équilibre est stable, et que, lorsque ü est un 
maximum, l’équilibre est instable. En particulier, un 
système de points matériels soumis à la seule force de la 
pesanteur sera dans un équilibre stable ou instable, sui- 
vant que son centre de gravité aura la plus basse ou la 
plus haute position qui soit compatible avec les relations 
géométriques qui lient entre eux les différents points du 
système. 

Le principe de Courtivron (’) peut s’énoncer ainsi: 
dans un système de corps en mouvement sous l’action de 
forces qui varient suivant uue loi donnée, toutes les jmsi- 
tious du système auxquelles la force vive est un maximum 


(') Mécanique analytique ; i re partie, scct. 5 . 

(•) Mémoire de V Académie det Sciences de Berlin; 1 7 |H , 17^9. 
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sont des positions d’équilibre stable, et celles où la force 
vive est un minimum sont des positions d’équilibre in- 
stable. 

SECTION I. 


ÉQUILIBRE. 

1 . Un point matériel P éprouve de la part de deux 
centres fixes A et B des attractions constantes a et (S . 
Déterminer sa position d' équilibre. 

Soient 

AP = r, BP~d, AB — a. 

Prenons le point A pour origine des coordonnées , et la 
droite AB pour axe des x. 

Ecartons un peu le point P de sa position d’équilibre ; 
et soient dr', dr les variations des distances r, r'. 

Nous devons avoir 


adr -f- $dd = o, 


ou 


■ — vj 


xdx -f- r d r 

V' j: 3 -H ÿ 


- * 7 ^ 7 , dd = -("-*)<** + ydy 
fn — x) J 4 -y' 

Substituant ces valeurs, il vient 

xdx -t- ydy — [n — x) dx + ydy 
V'x’ + y ‘ fa — x)'-hy> 

Ici dx et dy sont arbitraires, comme le déplacement im- 
primé; par conséquent, leurs coeflicients doivent être 
séparément nuis, 

7.x p (a — x) 

fa — x)' 4 - 7 ’ 


y/x'-h v’ 
ay 


h- 


\!r'-yy' x) 1 4-^-’ 
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l.a dernière équation donne y = o, et la première exige 
que /3 soit égal à ». 

Ainsi 1 équilibre n’est possible qu'autant que les attrac- 
tions sont égales; et, dans ce cas, le point attiré peui 
être placé partout où 1 on voudra sur la ligne qui joint les 
centres d’attraction. 

Euler , Mém. de l'Acad. de Berlin ; 1 " 5 1 ; p. 184* 
i s » B 

\ 2 . line tige rigide et sans poids AOB 

^>^0 appuie son extrémité inférieure A con- 

p tre une rainure verticale , porte sur un 
clou horizontal O, et soutient un poids 
connu P à son extrémité supérieure. 
Déterminer la position d équilibre , ainsi que les pres- 
sions exercées par le clou et par la rainure. 

Soient a la longueur de la tige AB; 
b la distance horizontale du clou à la rainure* 
x la longueur de la partie AO; 

r la distance de l’extrémité B à l’horizontale du sup- 
port O; 

H la pression supportée par la rainure: 

S la pression supportée par le clou . 

La pression R est horizontale et la pression S est per- 
pendiculaire à la tige. 

Supposons que l’extrémité A glisse un peu le long de la 
rainure sans que la lige abandonne le clou; alors le mo- 
ment viituel de la force R est nul, celui delà force S est 
un infiniment petit du second ordre, et l’on a simplement 

l’rfr = o, dy = o. 

Or 


I. 




10 
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donc 

ab- — .r 1 = o , x = l/fib 7 . 


Cette valeur de .r détermine la position d’équilibre. 

Déterminons les pressions : pour cela, faisons glisser 
la tige le long de la rainure, de manière qu’elle reste paral- 
lèle à elle-même. Soit % le chemin parcouru. Il vient 

b 

— Pa-t-S — a = o ; 
x 

d’où 


S 




— P 



Nous obtiendrons la pression R , si nous déplaçons la tige 
dans le sens de sa longueur. Soit (S le chemin parcouru. 
Nous avons 


d’où 


R*J-P {Æ 



Eoi.f.k , Mém. de l' Acad, de Berlin ; i ■jS i ; |> 196 

3. Un point pesant, placé sur un plan incliné, est sol- 
licité par une force F de direction connue. Déterminer, 
dans le cas d'équilibre, l'intensité de la force F et In 
pression exercée par le plan . 

Soient P le poids du point, a l’inclinaison du plan sur 
l’horizon , a. 4 - 1 celle de la force F, et R la pression exer- 
cée par le plan sur le point. 

Déplaçons le point sur le plan incliné et nommons (3 le 
chemin parcouru. 11 vient 


F p cos c — P p sina =■ o ; 
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d’où 


F — 1> 


sina 

cosi 


1 47 


Déplaçons le point horizontalement d’une quantité d. II 
vient 


<l’où 


R ô sin * — Fd cos (* -+- i) = o; 

R _ JJ cos (g -I- «) __ p cnsfx-f-j]^ 

sina cosf 


Eulf.h, Mém. de l'Acad. de Berlin; \ *] 5 1 ; p. iqi . 


4. Une tige rigide et sans poids AOB peut tourner li- 
brement dans un plan vertical autour de son extrémité 
A , qui est. fixe, et porte un poids P à son extrémité 
inférieure B. La tige est soutenue au point O parun res- 
sort disposé suivant un arc de cercle décrit de A comme 
centre, et dont la force de contraction est proportion- 
nelle à l’ inclinaison de la tige sur l'horizon. Déterminer 
la position d'équilibre. 

Soient a la longueur de la tige, b la» distance AO de 
l’extrémité fixe au point d’application du ressort, ç l’in- 
clinaison de la tige sur l’horizon, E la force de contrac- 
tion du ressort lorsque l’angle ç a la valeur a. La force 
de contraction correspondante à un angle quelconque s 

E 9 

sera — — 

% 

Faisons tourner la lige d'un angle très-petit autour de 
son extrémité fixe. Il vient 


d’où 


E O 

Pa cos<p dy bdi) -=o\ 

CK 

cos y E b 

tf Vax 
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Telle est l'équation qui détermine l’angle ^>, dans l’état 
d’équilibre. 

F.ei.K», Mcm. de V Acad, de Berlin; 17'ii; |>. 1 96. 



S. Une barre pesante AA! A" B 
» pose son extrémité inférieure A sur 
un plan horizontal, et s'appuie en 
A', A" sur deux chevilles horizon- 
tales perpendiculaires à sa lon- 
gueur ; la première cheville A 1 est au-dessus de la barre , 
la seconde est au-dessous. Déterminer les pressions R , 
R', R" exercées par le plan et les deux chevilles A', A". 

Soient a l'inclinaison de la barre sur l’horizon, P son 
poids, G son centre de gravité, A'G=n, AA' — b, 

A' A" = c. 

Faisons glisser la barre dans le sens de sa longueur et 
dune quantité quelconque fi. Il vient 

R 6 sin a — P jï sin * = o , 

R = P. 


Pour trouver Ta pression R', faisons glisser la barre sui- 
te plan d’une quantité très-petite, en même temps qu’elle 
tourne autour de la cheville A" et s’éloigne de la cheville 
A'. Ce mouvement peut se décomposer en deux autres : 
l’un de glissement dans le sens de la longueur de la barre, 
l’autre de rotation autour de A". Le premier mouvement 
a déjà été considéré, et le second nous donne 

— R (6 -t- c) cosarfat 4- R'crfa -t- P (c — a) coszdx =- o; 


d’où 


R' = 


c 


P cos a . 


Nous obtiendrons R" si nous faisons glisser légèrement la 
barre le long du plan . eu même temps (ju’elle tourne au- 
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lourde A' et s'éloigne (le A". Il vient * 

— K b coSï (la. — IV; cos aulx -+- R" tdy 

d’où 


R" 


ii -+- b 


c 


P cosa = R’. 


o; 


• if} 


U. Lu fil de longueur donnée* situé dans un plan va - 
tient, passe sur une très-petite poulie fixe A, et porte 
à ses extrémités deux poids P et P' qui reposent sur 
deux courbes S et S'. Iai première courbe est connue, et 
/'équilibre du système subsiste, quel que soit le point de 
cette courbe sur lequel on place le poids P. On demande 
de déterminer la seconde courbeS' . Ix poids du fils peut 
être négligé. 

Soient l la longueur du fil PAP', p et p’ les longueurs 
des parties AP et A'P', et <p' les inclinaisons de ccs fils 
sur la verticale, et J (p, 9) = o l'équation de la courbe 
donnée. 

Faisons glisser légèrement le poids P sur sa courbe; 
nous aurons 

P d.ù eos<j> -t- P' rf.p' cosç' = o. 

Celle relation subsiste en tout point des courbes S et S'; 
on peut donc 1 intégrer, et il vient 

Pp cosy P'p'cosÿ' = const. =1!; 

d’ailleurs 

P + P ' = /• 

Si l’on élimine les quantités p et <f entre ccs deux rela- 
tions et l’équation . 

fih ?) = o» 

1 équation finale 

F (p\ ?') = o 

.représentera la courbe cherchée. 

Jf.ak Be&noulli, Acta crudit i 6 q 5 , Fcbr., p. 5 q; 
Leibnitz; ib., Api - ., |>. 184. . 

L’Hospital, ib., Suppl., ti II, sert, vt, p. 281), 
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7. Quatre barres homogènes 
AB, BC, CD, DE réunies bout à 
bout par des charnières sont en 
équilibre dans un plan vertical. 
Les extivmités A , E sont engagées dans deux charnières 
fixes situées sur une même horizontale. Les barres infé- 
rieures AB, DE sont égales entre elles ; les deux barres 
supérieures sont pareillement égales. Déterminer la 
relation qui existe entre les angles que les barres infé- 
rieures et les barres supérieures forment avec l'horizon. 

Soient ia la longueur des barres inférieures, ai celle 
des barres supérieures, P le poids des premières barres, 
Q celui des secondes, a l’inclinaison des premières sur 
l'horizon , /S c. •Ile des secondes, et h la hauteur du centre 
de gravité du système au-dessus de 1 horizontale AE. 

On a 

(P -t- Q) /i = Pfl sin a + Q (au sin a -f- h sin p). 

Puisque l’équilibre a lieu, h est un maximum ou un mi- 
nimum, et, par conséquent, 

(F) o = (P -+- 2Q)<» cosai/a Q A cosprfp. 

D'ailleurs, la distance AE étant invariable, sa différen- 
tielle est nulle, c’est-à-dire que l’on a 

o z= d.^a cos a -t- 4 A cos P) =r a sinarfa-t- A sin fi d fi. 
Multiplions l’équation (F) par sina sin(3, et lirons de 
l'équation résultante la valeur de tanga; ayant égard à 
notre dernière formule , nous trouvons 



C’est la relation cherchée. 


P -t- 2 Q 

tanga = — -- — tangp. 


Si P = Q , il vient 

tanga = 3 tangp ('). 


i') Voir page qN, prol». 7|. 
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8. Une barre pesante AB repose 
tangentiellement sur une courbe 
dont le' plan est vertical, et appuie 
son extrémité A contre un autre plan 
. x vertical perpendiculaire au premier; 
la courbe est de telle nature, que la barre reste en équi- 
libre, quel que soit son point de contact. On demande 
île trouver l’équation de cette courbe. 


Soient G le centre de gravité de la barre et a la distance 
du point G à l’extrémité A. Prenons la verticale du point 
À pour axe des y ; désignons par x ,y les coordonnées du 
point de contact sur la courbe, et par y' l'ordonnée du 
centre de gravité de la barre. 

La Géométrie nous donne l’équation 


y — y 


(' 


ils \ itr 

X iû)éü = ’ r - 


dx 


<h 

ds 


Puisque l'équilibre a lieu, la dérivée de y' par rapport 
à x est nulle, 



et puisque l'équilibre a lieu quel que soit le point de con- 
tact , cette équation convient à tous les points de la courbe 
cherchée. Cette même équation se partage en deux autres: 
l’une , • 

H- y 
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représente une ligne droite quelconque; 1 autre , 



u pour intégrale 

/ i. i y 

_y -t- 1 a-* — x‘ J = contt. 

Si l’on prend pour axe des x la position que la barre 
occupe lorsqu'elle est horizontale, la constante est nulle, 
et l’équation de la courbe cherchée se réduit à celle-ci , 

» » i 

x 3 4 - 7 5 = fl*. 

Cette courbe est l’enveloppe d’une droite de longueur- 
constante a, dont les extrémités se meuvent sur deux 
droites rectangulaires. 

W. W. 

9. Un point matériel O est sollicité par plusieurs 
forces ; chaque force est représentée par une droite de 
même direction et proportionnelle à son intensité; à 
l’extrémité de chaque droite sont fixés des points maté- 
riels de poids égaux. Démontrer que, pour que le point O 
soit en équilibre, il faut et il suffit que ce point coïncide 
arec le centre de gravité des poids placés aux extré- 
mités tics droites. 

Ce théorème est dû à I.eibnitz (*); M. Chasles (•’) l’a 
beaucoup généralisé. 

10. Une barre AB appuie l’une de ses extrémités A 
contre un plan vertical, tandis que l’autre extrémité B 
repose sur une courbe ; la barré reste en équilibre , que! 


(') Journal di s Savants; 1693. — Opéra , t. 111 , p. ü 83 . 

(*) Bulletin de l'Académie des Sciences cl Belles-Lettres de Bruxelles . 
> 84 o ; II e partie, p. 261. — Correspondance mathématique , t. V, p. 106, 
108; 1829. 
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que soit le point de la courbe sur lequel elle repose. 
Trouver l’équation de la courbe. 

Soient a la longueur de la barre et c la distance de son 
centre de gravité à l’extrémité B. 

Si l’on prend la verticale du point A pour axe des y . et 
que l’on dispose l’origine de manière que l’axe des x 
coïncide avec la barre, lorsque celle-ci est horizontale, 
on trouve 

(c — jr)' x' 

r 2 - 

c’ a 1 

équation d'une ellipse. 

W. W. 

1 1 . Une barre homogène appuie son extrémité infé- 
rieure sur un planhorizontal, et son extrémité supérieure 
contre un plan vertical ; à l’extrémité inférieure est at- 
taché un fil horizontal , qui s'enroule sur une très-petite 
poulie située sous la barre , et supporte un poids Q. Dé- 
terminer la position d’équilibre. 

Si l’on nomme P le poids de la barre et 0 l’inclinaison 
de la barre sur l’horizon , on trouve 



Cette équation détermine la position d’équilibre. 

12. Un point matériel est attiré par deux centres fixes 
en raison inverse du carré de la distance. Trouver l’c- 
qualion de la surface sur laquelle il faut placer le point , 
pour qu’il reste en équilibre. 

Soient p et p‘ les attractions des deux centres à l'unité 
de distance , r et r’ les distances de ces centres à un point 
quelconque de la surface cherchée. 

On trouve l'équation 

- -h —, — const. 
r r 
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13. Une barre homogène AB peut tourner librement 
autour de son extrémité A comme charnière; à l'autre 
extrémité est attaché un fil qui s'enroule sur une très- 
petite poulie, et supporte un poids Q. La poulie est si- 
tuée verticalement au-dessus de l'extrémité fixe A, à 
une distance connue b ; on connaît aussi lu longueur du 
fil l. Trouver une courbe de telle nature, qu'il suffise 
de poser le poids Q sur celte courbe, partout où Ton 
voudra , pour que le système soit en équilibre. On né- 
glige le poids du fil. 

Soient in la longueur de la barre, P son poids, p la 
distance de la poulie à un point quelconque de la courbe 
cherchée, et Q l’angle que cc rayon fait avec la verticale. 

L équation de la courbe est en coordonnées polaires 

Pû’-|- 2p (2èQ cosO — P/) = const. 

Sauveur proposa ce problème à l’Hospital, et celui-ci 
en donna la solution dans les Acta erudilorum, 1690, 
Febr., p. 56. Jean Bernoulli fit observer que la courbe est 
du genre épicycloïde (ib., p. 5p). 

Supposons, par exemple, les données telles, que la 
constante arbitraire soit nulle. Alors, si nous |>osons, 
pour abréger, 



f équation de la courbe devient 

t, — 7.1 — 2 p cos 6. 

C’est l équation de l’épicycloïdc qu’engendre un cercle 
de rayon /, roulant extérieurement sur un cercle égal, 
lorsque la distance du point décrivant au centre du cercle 
mobile, auquel il est invariablement lié, est égale à />. 

Cc problème peut être utile pour la construction des 
ponls-lcv is. 
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SECTION II. 

STABILITÉ DE l’ÉQUILIBUE. 

I . Une barra AGB, mobile autour de son extrémité A , 
est soutenue par un fil gui est attaché à son centre de 
gravité G , passe sur une très-petite poulie C, et porte un 
poids Q. La poulie est située sur la verticale de l’extré- 
mité A , à une distance AC égale à celle du centre de 
gravité AG. Déterminer la position d’équilibre stable et 
celle d'équilibre instable. On néglige le poids du fil. 

Soient a la distance AC ou AG , / la longueur totale du 
fil GCQ, P le poids de la barre, et 0 l’angle ACG ou 
AGC. 

La distance du centre de gravite du système à l'hori- 
zontale menée par la poulie C est égale à la fraction 

P (a -+- a cos 2 ©) -+- Q(/ — 20 cos 6) 

P + Q 

Cette distance sera maximum ou minimum en même 
temps que la quantité 

P cos 2 9 — 2 Q co s © 

Si nous représentons cette quantité par u, nous avons 

— = — 2 P sin 2 9 4- 2 Q sin 6. 
r/9 

Cette dérivée doit être nulle pour que l’équilibre ait lieu ; 
par conséquent, dans les positions d’équilibre, 

Q 

9 = o, ou cos 9 = — - ■ * 

2 P 

Examinons laquelle de ces deux valeurs de l’angle û 
correspond à l’équilibre stable, laquelle à l’équilibre 
instable. 
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1 56 
On a 


il' U 


Il U . 

—7 = — 4 ^ CüS 2 0 -f ■ 2 Q cos G , 


cl, si l’on pose 9 — o , 

ri’ u , 

— = — 4 P + 2 Q ; 

tic là il résulte que, pour 0 = o, l'équilibre sera stable ou 
instable, suivant que l’on aura 

Q 2 P ou Q 2-P. 

• fi ^ Il m 

Si dans la valeur générale de — — » mise sous la forme 
rf 1 « 


= — 4 P ( 2 ***s : 0 — 1 ) -+- 2 Q cos 0, 


ou pose 
il vient 


_ Q 


cos 0 = 

2 P 

r/’« _ 4 P 1 — Q’ 
rft 7 ~ P 


Cette quantité est positive lorsque l’on a Q <7 2 P ou , ce 
qui est la même chose, lorsque l’angle 0 déterminé par. 
l’équation 

cos 0 = — 

2 P 

est réel; d’ou il résulte que cey.e seconde valeur de 
l’angle 6 11 c saurait correspondre qu’à un état d'équilibre 
iustable. 

j 2. Une barre homogène AH s’ap- 
11 paie par ses extrémités sur deux plans 
inclinés, et est en équilibre. Dire si l Y- 
(— 1 — quilibre est stable, ou s'il est instable. 

Soient au la longueur de la barre. 9 son inclinaison sur 
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l'horizon, ar, a' les inclinaisons des deux plans CA, Clî, 
et supposons que a.' soit plus grand que a. 

La distance du centre de gravité de la barre, au plan 
horizontal qui contient l'intersection des deux plans in- 
clinés, a pour expression 

sin ( a' — 6 ) . 

a sin 0 -f- 2 a -, sin a 

sin in + «) 

=î — — — % : f sin (a! — a) sin 9 -f- 2 sin a' sin a cos 91 . 

sin (a' 4- a) 1 v ' 1 

Celte distance sera maximum ou minimum, en même 
temps que la quantité 

sin (a' — a) sin 0 4- 2 sin a' sin a cos 0 = u. 

Or 

r/u . , . , „ . . „ 

— = sin (a — a ) cos0 — 2 sina sin a sin 0, 


et cette dérivée doit être nulle pour que l'équilibre ait 
lieu ; par conséquent , 

sin fa' — al 
tang 9 == — -. - — — : — - • 

2 sin a sin a 

Puisque le second membre est positif, 0 est plus petit que 
Ceci posé , la dérivée seconde 


rf’ « 
'7/9 


- = — sin (a' — a) sin0 — 2 sin a sin a' cos ( 


est négative pour une valeur de 9 inférieure à ~ : donc 

l’équilibre est instable. 

3. Une lame carrée et homogène 
KLMN est soutenue par un fil qui est 
attaché en deux points R', L' situés sur 
une arête de la lame , à égale distance 
des extrémités ; tout le système est sup- 


porté par un crochet C qui s’engage 
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dans le fil. Déterminer les circonstances de l'équi- 
libre. On néglige le poids du fil. 

Soient G le centre de la lame ; 

GH une perpendiculaire à K'L'; 

u le double de la distance du point G à l'horizontale 
qui passe au crochet; 

6 l’angle que cette perpendiculaire fait avec la ver- 
ticale; 

<j> et < 5 / les inclinaisons des fils CK' et CL' sur la verti- 
cale; 

c le côté du carré ; 

a la distance K'L' des deux points d’attache; 

/ la longueur totale du (il; 

X et X' les longueurs des parties CK' et CL'. 

La Géométrie nous donne 

u = c cos 0 -4- X cos <f -4- X' cos ç', 
a cos G = X sin ® + X' sin f, 
n sin 6 = X cos y — X' cos^', 

X -4- X' = / ; 

d’où, si l’on élimine X', 

( 1 ) « = c cos 9 -+- X ( cos y — cos f‘ ’ ) -4- / cos y' , 

(2) a cos 6 = X (sin y — sin f) -4- /sin f, 

(3) n sin G = X (cosy -4- costp') — / cosy'. 

Telles sont les trois équations qui lient la fonction u et 
les quatre variables ç, <p', 9 et X. 

On peut considérer y, <p' comme des fonctions de 0 et de 
X, et regarder u comme une fonction des deux variables 
indépendantes Gel X; alors, dans la position d’équilibre, 
les dérivées totales de « par rapport à X et par rapport à 9 
seront séparément milles. 

Occupons-nous d’abord de la variable X. Si nous difl’é- 
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reniions les équations (i), ( 2 ) , (3) par rapport à celle 
variable , il vient 


(4) o = = «>s? — eos/ — Asin?^ — (/ — X)siny' 

(5) o — sin y — sin <p'-+- A -f*(/ — A)cos?' -j; y 


( 6 ) 


fi © 

cos y cos y' — À sin y -+- ( / — X ) sin 


ri y 
ri~k 


Ajoutons les équations (4) et (6), puis retranchons les 
mêmes équations. Il \ient 


, . riy 
As.n ? --I = c«s ? , 

, , , , - , dp' 

(/ — X) Sin y — = — cos y , 


ou 


, <h , 

K- = VOly, 




Reportons ces valeurs dans l'équation (5), et nous trou- 
verons 

. sin y = sin/, ? = f; 

c’est l’une des conditions de l’équilibre. 

Considérons maintenant la variable 0. Si dans les équa- 
tions ( 1 ), ( 2 ), (3) nous introduisons la condition çp = 
ces équations deviennent 

u = c cos 8 -t- / cos y , ■ 
a cos 6 = / sin ? , 
a sin 9 = (2 X — /) cosy; 

on en tire aisément la valeur de 11 en fonction de la seule 
variable 0, 

u = c cos 9 -t- ^ l ’ — cos’9 y 
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ei , par suite , 


du 

ri 7 sin 9 cos 9 

0 = — = — 

T Sin 9 -* - « 

dO 

y / 3 — a 1 cos 3 9 

. 

cl 

0 = o ou 

9 = ± arc cos 


n y/n’ -+- c’ 

De là il résulte que, 

si 1 011 a - y/a* — c*, il existe 

C 


trois positions d'équilibre : 

0 = o, y = y' = arc sin X = V ; 

cl . c 

9 — arc cos 7 y = y = arc sin ■ — - ■ ■ : 

a ^ n‘ -t- c’ \//i 7 ■+■ c‘ 

cl c 

0 = — > arc cos — = » y = y' = arc sin- 

nylti' + c 1 y V-f- c 1 

Si l’inégalité /<[- — c* n’est pas satisfaite, la pre- 

mière position «l’équilibre existe seule. 

Premier cas. /<[ - Vu’ — c 1 . 

, « - .... d 7 u d‘ u 

Lorsque 0 = o , les derivees -^7 > ^7 sont positives, et 

leur produit surpasse i P ar conséquent , l’équi- 

libre est instable. D’ailleurs u est une fonction continue 
<lc G ; d’où il suit que, si l'on fait croître la variable 9 d’une 
manière continue, on rencontrera alternativement un 
maximum et un minimum de la fonction. Les positions 

• cl 

déterminées par les valeurs 6 = ± arc cos — •, ’ — sont 

a \a 7 -t- c' 

«Jonc des positions d’équilibre stable. 
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Deuxième cas. I f- fd -j- e*. 

c 

, n I d'U , 

Lorsque 0= o, les dérivées sont négatives, et 

leur produit surpasse ( dï'li) ’ P ar conséquent, l’équi- 
libre est stable. 


4. Deux points pesants P, P', réunis par un fil sans 
poids, sont placés sur la surface convexe d’un cylindre 
horizontal. Déterminer la position d'équilibre, et dire si 
l’équilibre est stable, ou s’il est instable. 

11 est clair que tout le système doit être situé sur un 
même cercle vertical. 

Soient Pet P' les poids des deux points, <p et <p' les angles 
que les rayons menés à ces points font avec la verticale, 
et x l’angle sous-tendu par le fil. 

La position d’équilibre est définie par l’équation 


et l’équilibre est instable. 

5. Un point matènel est attiré vers deux centres fixes, 
par des forces proportionnelles à la m'""' puissance de 
sa distance à chacun de ces centres. Dire dans quel cas 
l'équilibre est stable, et dans quel cas il est instable. 

L’équilibre est stable si m est positif, il est instable si 
m est négatif. 
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ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE DU MOUVEMENT 


or 


CINÉMATIQUE. 


Quelques géomètres de ces derniers temps ont eu l'idée 
de séparer l’étude du mouvement de celle des forces qui 
le produisent; ils ont ainsi formé une branche des sciences 
mathématiques qui tient à la Géométrie par ses principes . 
et à la Dynamique par ses principales applications. 
Ampère (') l a nommée cinématique. Elle doit ses prin- 
cipaux théorèmes à M. Chasles et à M. Poinsot (’). 

CHAPITRE PREMIER. 

THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LE MOUVEMENT D'UN 
SYSTÈME DE FORME INVARIABLE. 

M. Chasles a montré le premier que tout mouvement 
infiniment petit d'une figure dans un plan , se réduit à une 
rotation autour d un point fixe de ce plan ; le même géo- 
mètre a publié, dans les Comptes rendus de V Académie 
des Sciences pour 1 853 , les éuoncés d'un grand nombre 
de théorèmes remarquables sur le mouvement infiniment 
petit d’un corps solide. Ce sont ces théorèmes, joints à 
quelques propositions éparses dans les différents écrits de 
cet auteur, qui feront l’objet de ce chapitre. 

Nous ne considérerons en général que les mouvements 
infiniment petits d’un système de forme invariable. Toutes 
nos démonstrations seront fondées sur le principe des in- 


( * ) Essai sur la classification des sciences. 

(*j Théorie nouvelle de la rotation des coryt. 

1 1 . 
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Animent petits, que nous supposerons toujours présent a 
l'esprit du lecteur. Les points de notre système décriront 
en général des trajectoires infiniment petites du premier 
ordre; les lignes décriront des angles infiniment petits du 
même ordre ; mais , si nous montrons qu’un point parti- 
culier ne décrit qu’une trajectoire infiniment petite du 
second ordre, nous conclurons immédiatement que ce 
point reste immobile : ce qui est tout à fait rigoureux. 

1*. Considérons une figure plane assujettie à rester 
dans un même plan , une droite tracée à volonté sur cette 
figure, et deux points a et b pris sur cette droite. Dépla- 
çons la figure d’une manière quelconque. Soient a' et V 
les nouvelles positions des points a et b sur le plan fixe, 
et m le point du plan où se coupent les deux positions de 
la droite. Nous pouvons supposer les points a et b choisis 
de telle sorte, qu’avant le mouvement, le point b de la 
droite coïncide avec le point m du plan, et qu après 
le mouvement, la nouvelle, position a! du point a coïn- 
cide avec le point m. Ceci posé, élevons une perpen- 
diculaire sur le milieu de am , et une autre perpen- 
diculaire sur le milieu de mb'\ ces deux droites se 
couperont en un point F, centre du cercle circonscrit aux 
points n, («', b) , b ', et il est clair qu’on pourra amener 
la droite de la première position à la seconde, par une 
rotation convenable autour du point F. Or la position de 
la droite détermine celle de la figure. Donc, toute, figure 
plane, assujettie à rester dans un plan , peut être amenée 
d'une position donnée à une autre position prise à vo- 
lonté, par une simple rotation autour d un point conve- 
nablement choisi. 

Admettons maintenant que le déplacement imprimé 
soit infiniment petit. Alors la trajectoire infiniment pe- 
tite du point a se confond avec la droite aa' ou am, et 
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celle du point b avec la droite bb' ou. mb' 5 par suite, le 
mouvement est en réalité une rotation autour de l’inter- 
section des normales aux trajectoires des deux points a et b . 
De là il suit que les normales aux trajectoires de tous les 
points de la figure passent en un meme point F. Ce point 
se nomme, suivant Euler, le centre instantané de rota- 
tion. Le pied de la perpendiculaire abaissée du centre 
instantané de rotation sur une courbe qui (ait partie de la 
figure , est l’intersection des deux positions successives de- 
là tangente à la courbe en ce point , ou , ce qui est la meme 
chose, il est l'intersection des deux positions successives 
de la courbe. 

2*. Considérons toujours une figure plane assujettie à 
rester dans un même plan , et supposons que l’on donne 
à cette figure un nombre quelconque de positions dillé- 
renles. Marquons dans lejilan fixe les points F, F', etc., 
autour desquels on doit faire tourner la figure, pour rame- 
ner, par de simples rotations, de la première position à 
la seconde, de la seconde «à la troisième, et ainsi de suite. 
Marquons aussi sur la figure les points j\f ', etc., qui sont 
tour à tour les centres de ces rotations successives , et joi- 
gnons par des droites les points F, F*, etc., et les points 
de la figure j\J \ etc. Il est évident qu’on peut faire passer 
la figure par toutes les positions données, en faisant rouler 
le polygone fij' ... sur le polygone FF' 

Maintenant, supposons que les positions données de la 
figure soient infini ment voisines et infiniment nombreuses. 
Alors, les polygones Jj'... et FF'... se réduisent à deux 
courbes, et comme il n’est qu'un seul mouvement capable 
de faire passer la figure d’une manière continue par toutes 
les positions données, il en résulte que tout mouvement 
d’une figure plane dans un plan se réduit au roulement 
il’ une courbe liée avec la figure sur une autre courbe fixe 
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dans le plan. Le point de contact des deux courbes est à 
chaque instant le centre instantané de rotation. 

3*. Si , dans le théorème 1 , on remplace la figure plane 
par une figure sphérique assujettie à rester sur une sphère 
fixe, et que l’on remplace les droites par des arcs de grands 
cercles, on obtient des théorèmes correspondants, et en 
particulier celui-ci : Tout mouvement infiniment petit 
d’une figure sphérique sur une sphère fixe se réduit à 
une rotation autour d’un point de la sphère comme pôle. 

•I*. De là il résulte, lonmic au théorème 2, que le 
mouvement le plus général que l'on puisse donner à une 
figure sphérique assujettie à rester sur une sphère fixe, 
consiste à faire rouler une courbe liée avec la ligure sur 
une courbe fixe tracée sur la sphère. 

Si l’on conçoit que la figure sphérique soit liée avec un 
corps solide retenu par le centre de la sphère, on conclura 
que le mouvement le plus général d’un corps solide 
retenu par un point fixe, se réduit au roulement d'un 
cône lié avec le corps sur un autre cône fixe dans l'espace. 
Ces deux cônes ont leur sommet commun au point fixe, 
et leur génératrice de contact est à chaque instant Vaxe 
instantané de rotation. 

5. Etudions les mouvements infiniment petits d'un 
corps solide et libre dans l’espace. 

Considérons d’abord un corps solide qui reçoit un dé- 
placement infiniment petit, et un plan lié invariablement 
à ce corps; traçons une figure sur ce plan , et examinons 
le mouvement de la projection de cette figure sur la posi- 
tion primitive du plan. Cette projection reste identique à 
elle -même; donc (théorème 1) les normales aux trajec- 
toires de ses différents points passent toutes en un même 
point. Ces normales coïncident avec les traces des plans 
normaux aux trajectoires des points de la figure primitive 
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«Ih us l’espace; par conséquent, un plan étant considéré 
comme faisant partie du corps , les plans normaux aux 
trajectoires de ses points passeront tous par un même 
point de ce plan. Mous nommerons ce point le foyer du 
plan. 

Ce qui distingue le foyer d’un plan de tous ses autres 
points, c’est que sa trajectoire est perpendiculaire au plan. 

ti. Les points qui appartiennent à l’intersection de 
deux positions successives du plan ont leurs trajectoires 
situées dans le plan ; car ces points appartiennent à la pre- 
mière position du plan, avant et après le mouvement. Au 
reste, si trois points non situés en ligne droite avaient 
leurs trajectoires dans le plan, le plan n’aurait fait que 
glisser sur lui-mème. Donc, il existe dans le plan une 
infinité de points dont les trajectoires sont situées dans 
le plan meme ; tous ces points sont situés sur l’intersec- 
tion de deux positions consécutives du plan . Nous ap- 
pel lcrons cette droite la caractéristique du plan, suivant 
une expression employée par Monge dans la théorie des 
surfaces développables. 

7. Les foyers de deux plans se trouvent sur l’intersec- 
tion des plans normaux aux trajectoires de deux points 
pris à volonté sur l’intersection de ces deux plans. Par 
conséquent , lorsque plusieurs plans passent par une. 
meme droite D, leurs foyers sont sur une deuxième 
droite A; réciproquement, si plusieurs plans passent 
par cette droite A , leurs foyers seront sur la première 
droite D; de sorte que ces deux droites jouissent de pro- 
priétés réciproques. Nous appellerons ces deux droites D, 
A, droites conjuguées. 

8. 11 résullede la définition même du foyer que, quand 
plusieurs plans passent par un même point , leurs foyers 
sont tous sur un même plan , qui a son foyer en ce point. 
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9. Si nous supposons dans le théorème 7 que la 
droite I) soit située à l’infini, nous aurons des plans pa- 
rallèles dont les foyers seront sur une même droite A 5 et 
comme cette droite a sa conjuguée située à l'infini, il en 
résulte qu’elle se meut parallèlement à elle-même; d’ail- 
leurs, il est clair que toutes les droites qui se meuvent 
parallèlement à elles-mêmes sont parallèles entre elles. 
Donc, quand plusieurs plans sont parallèles entre eux, 
leurs foyers sont sur une droite qui est toujours parallèle 
à un même axe, quelle que soit la direction commune 
des plans. 

10. Si tous les plans parallèles sont perpendiculaires à 
la direction de cet axe, leurs foyers seront sur une certaine 
droite X, qui glissera sur elle-même pendant le mouve- 
ment du corps. 

Pendant ce glissement de la droite X sur elle-même, 
le corps ne pourra que tourner autour d'elle. O 11 peut 
donc dire que tout mouvement infiniment petit d'un corps 
solide libre se réduit à un mouvement de rotation au- 
tour d'un axe qui glisse sur lui-même pendant celte ro- 
tation; de sorte que le mouvement du corps 11 ’est point* 
autre chose que le mouvement d’une vis dans son écrou. 

11. Lorsqu’un plan tourne autour d’une droite fixe, 
située dans ce plan, tous ses points décrivent des tra- 
jectoires qui lui sont perpendiculaires. Donc, si nous 
considérons les plans qui passent parla droite D, en ayant 
égard au théorème 7, nous voyons que, par une rotation 
convenable autour de cette droite , nous pouvons amener 
les foyers de ces plans, ou la droite A, dans la position 
même qu’ils occupent après le mouvement infiniment 
petit du eorps; alors, pour placer le corps dans la posi- 
tion qu’il doit avoir après ce mouvement, il sullira de lui 
faire éprouver une seconde rotation autour de la droite A 
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l)e là il suil que les deux droites conjuguées D et A 
sont deux axes de rotations simultanées qu’on peut im- 
primer au corps pour effectuer son déplacement. 

12. 11 résulte du théorème 7, que la caractéristique 
d'un plan a pour conjuguée la tangente à la trajectoire 
du foyer de ce plan . 

13. D’après les deux théorèmes précédents, ou voit 
que la caractéristique d’uti plan ne peut que tourner au- 
tour du foyer de ce plan , considéré comme un point fixe. 
Or, pendant ce mouvement, le plan ne peut que tourner 
autour de sa caractéristique. On peut donc dire, en géné- 
ral, que tout déplacement infiniment petit d’une figure 
plane dans t’espace se réduit à une rotation du plan 
de la figure autour d’une droite de ce plan, pendant 
que cette droite tourne elle-même autour d'un point 
fixe, sans sortir Je la position primitive du plan. 

1 i. Soient a un point du corps , et a' la position que ce 
point occupe dans l’espace après un mouvement infini- 
ment petit. Considérons la droite an', invariablement 
liée au corps. Après le mouvement inliiiiment petit, elle 
passe encore au point a' ; par conséquent , les deux po- 
sitions de celte droite sont dans un même plan. Si nous 
considérons ce plan comme invariablement lié au corps, 
sa caractéristique sera la droite aa' (théorème 6). Cette 
droite, dans sa première position , est tangente à la trajec- 
toire du point a. 

De là résulte ce théorème : La tangente à la trajectoire 
d'un point jouit de la propriété d’être la caractéristique 
d’un plan ; et réciproquement, il est clair que la carac- 
téristique d’un plan est tangente à la trajectoire d’un 
de ses points, savoir le pied de la perpendiculaire abaissée 
du Joyer sur la caractéristique (théorème 13). 

15. Soit I) une droite normale à la trajectoire d un de 
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ses points ii. Si nous projetons celte droite sur un plan 
fixe ijui lui soit parallèle, la projection de la droite, avant 
et après le mouvement infiniment petit, sera perpendi- 
culaire à la projection de la trajectoire du point «; d’où 
il résulte (théorème 2), que la projection de la droite 
tourne autour de l'un de scs points qui est fixe. Dès lors, 
si dans le théorème 7 on considèie le point a et le point 
dont la projection est fixe, on voit que la droite 1) est 
elle-même sa conjuguée A, et quelle est normale aux 
trajectoires de tous ses autres points. 

16. Il suit de là que, quand une droite de longueur 
constante se meut dans l’espace, de manière à être tou- 
jours normale à la courbe décrite par l’une de ses extré- 
mités, elle est normale aussi à la courbe décrite par son 
autre extrémité. Quand, sur une surface engendrée par 
une ligne droite, on trace deux courbés qui coupent à 
angle droit toutes les génératrices , les segments de ces 
droites compris entre les deux courbes sont tous égaux 
entre eux. 

17. Une droite qui s’appuie sur deux droites conju- 
guées 1). A, est normale aux trajectoires de l’un quel- 
conque de ses points d’appui (théorème 7); par consé- 
quent, celle droite est normale aux trajectoires de tous 
scs points. 

18. Lorsqu’une droite I) ; s'appuie sur une autre 
droite I), et jouit de la propriété d’èlre normale aux tra- 
jectoires de tous ses points , elle s’appuie sur la droite con- 
juguée A, car les droites I)' et A sont situées dans le plan 
perpendiculaire à la trajectoire du premier point d ap- 
pui (théorème 7). 

On voit, par les deux théorèmes précédents, que deux 
droites conjuguées I), A , et deux autres droites conju- 
guées quelconques 1)'. A', sont toujours quatre généra- 
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trices d’un même mode de génération d’un hyperboloïde 
à une nappe, c’esi-à-dire que toute droite qui s’appuiera 
sur trois de res lignes rencontrera nécessairement la qua- 
trième. 

19. Lorsqu’une droite rencontre l’axe de rotation X et 
lui est perpendiculaire, tous les points de cette droite 
décrivent des trajectoires normales à cette droite même 
(théorème 10). 

Il en résulte, eu égard au théorème précédent, que tout 
plan perpendiculaire à l’axe de rotation X rencontre deux 
droites conjuguées quelconques D, A et l’axe lui-même, en 
trois points qui sont en ligue droite; ou, en d’autres 
termes , par deux droites conjuguées D , A, et par l’axe 
de rotation , on peut faire passer un paraboloïde hyper- 
bolique dont les génératrices soient perpendiculaires à 
cet axe. 

20. Dans un paraboloïde hyperbolique, trois génératri- 
ces d’un même système X, D, A sont parallèles à un même 
plan; donc la génératrice de l'autre système qui est per- 
pendiculaire à X et à D , est aussi perpendiculaire à A. 

Ainsi , la droite par laquelle se mesure la plus courte 
distance de deux droites conjuguées D, A, rencontre l’axe 
de rotation , et lui est perpendiculaire. 

21. Ce dernier théorème permet de trouver F axe de 
rotation X, quand on connaît en direction les trajectoires 
de trois points du corps. En effet, soient a, b, c ces trois 
points. Lesplausincués paraet b perpendiculairemcutaux 
trajectoiresdeccs points secouperont suivanlune droite «(3 
qui sera la conjuguée do la droite ab. On cherchera la 
droite qui mesure la plus courte distance des deux 
droites ab, a(3; elle s’appuiera sur l’axe cherché X , et 
lui sera per|»cndiculaire. Ou déterminera do même, avec 
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Igs deux points a , c ou b, c, une autre droite jouissant 
des mêmes propriétés; l'axe X sera donc déterminé. 

22. Quand plusieurs droites D, D', etc., passent par 
un même point , leurs conjuguées A, A', etc., sont dans 
un même plan qui est normal à la trajectoire de ce point 
(théorème 7). Réciproquement, quand plusieurs droites 
sont dans un même plan , leurs conjuguées passent toutes 
par un même point qui est le foyer de ce plan (théo- 
rèmes 5 et 7 ) . 

23. Nous pouvons considérer un système de droites 
parallèles comme les intersections de deux systèmes de 
plans parallèles; par conséquent, ilrésultcdu théorème 9 
que, quand plusieurs droites sont parallèles entre elles , 
leurs conjuguées sont dans un plan parallèle à l’axe de 
rotation. 

24. Lorsqu’une droite D est située dans un plan per- 
pendiculaire «à l’axe de rotation, toute droite menée dans 
ce plan par l’axe de rotation rencontre la droite conju- 
guée A (théorème 18) ; d’ailleurs, deux droites conju- 
guées ne sauraient être dans un même plan ( théorème 7 ) , 
à moins qu’ elles ne coïncident. Donc, quand une droite 
est située dans un plan perpendiculaire à l’axe de rota- 
tion, sa conjuguée passe par le point où le plan ren- 
contre' cet axe. Réciproquement, si une droite rencontre 
l’axe de rotation en un point , sa conjuguée est située 
dans le plan mené par ce point perpendiculairement à 
l'axe. 

25. Quand une droite est tangente à la trajectoire de 
l’un de scs points a , sa conjuguée est située dans un plan 
perpendiculaire â la première, savoir le plan dont le 
point a est loyer. Si l’on rapproche celte remarque du 
théorème 14, on conclura que, quand une droite est 


Digitized by Google 


CIKÉMATIQL'E. 173 

tangente h la trajectoire rt un de ses />oints, sa con- 
juguée est aussi tangente à la trajectoire d'un de ses 
points. Ces deux droites sont à angle droit, et la droite 
qui mesure leur plus courte distance est celle qui joint 
les tleux points aux trajectoires desquels elles sont tan- 
gentes. 

En d'aulrcs termes, quand une droite est la carac- 
téristique d'un plan, sa conjuguée est aussi la ca- 
ractéristique (F un autre plan. Ces deux plans sont à 
angle droit ; le foyer du premier est sur la deuxième 
droite, et le foyer du second sur la première droite. La 
droite qui joint ces deux foyers est celle qui mesure la 
plus courte distance des deux droites. 

il résulte de là et des théorèmes i 1 cl 20, que. la per- 
pendiculaire abaissée du foyer d’un plan sur la caracté- 
ristique rencontre l’axe de rotation X, cl lui est perpendi- 
culaire. 

26. Considérons une droite qui s'appuie sur deux 
droites conjuguées, et un plan perpendiculaire à cette 
droite. Le pied de la droite sur le plan se meut perpendi- 
culairement à la droite (théorème 17); sa trajectoire est 
donc située dans le plan même, c’est-à-dire qu’elle ap- 
partient à la caractéristique du plan (théorème 6). 

En d’autres termes , deux droites conjuguées quelcon- 
ques étant projetées orlhogonalcrnent sur un plan quel- 
conque, leurs projections se coupent en un point situé sur 
la caractéristique du plan. 

27. Considérons un plan, et sur ce plan les traces de 
deux droites conjuguées. Si, par le foyer du plan, on mène 
une droite à l’une des deux traces, cette droite passera 
par la seconde trace (théorèmes 13 et 18) ; par consé- 
quent, deux droites conjuguées rencontrent un plan 
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quelconque en deux points qui sont toujours en ligne 
droite avec le foyer du plan . 

28. Etudions maintenant les relations de grandeur qui 
existent entre les divers éléments dont nous venons de 
considérer les situations relatives. 

Soient v la rotation du corps autour de l’axe X: 
s la translation de cet axe dans sa propre direction, 
c’est-à-dire l’espace décrit par chacun de ses points; 

O et fi les rotations autour de deux droites conjuguées 
D et A-, 

(D, X) , (A, X), (D, A) les angles que font entre 
elles les droites D. X ; A. X ; D. A; 

r la plus courte distance de la droite D à l'axe X; 
o la plus courte distance de la droite A au même axe. 
r p sera la plus courte distance des droites D et A 
(théorème 20). 

Portons sur les axes 1), A, X des lignes proportion- 
nelles aux rotations qui ont lieu autour de ces axes, et 
regardons ces droites comme nous représentant les rota- 
tions respectives. On sait que nous pouvons composer ces 
lignes comme si elles représentaient des forces; on sait 
aussi qu'un couple de rotations est équivalent à une trans- 
lation proportionnelle au moment de ce couple, et per- 
pendiculaire à son plan. 

Ceci posé, transportons les deux rotations O, fl au 
point où la droite qui mesure la plus courte distance en- 
tre les axes D, A rencontre l’axe X. Alors nous avons en 
ce point trois rotations O, fl, u, dont la dernière est la 
résultante des deux autres ( théorème 1 1) ; par conséquent 

/ , ) O = ___ a 

sin(â,X) sin(D,X.j sin(D,A) 

Nous avons fait naître, par ce transport, deux couples 
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de rolalions dont les moments sont Or et ilo. Projetons 
les translations que produisent ces roupies, d’abord sur 
Taxe X, puis sur un plan perpendiculaire à eet axe; il 
vient 


(2) Orsin(D,X) ♦- itp sin(A, X) .= *, 

(3) Orros(I), X j — iip rosi A, X) r= o. 

Ces deux dernières équations nous donnent 




= Or 


sin 1), X 


sin ( A , X) ros D, 
cos f A , X j 



et, si l’on remplace O par sa valeur en fonction dey tirée 
des équations ( 1 ) , 


= *, M " A ’ X '‘ I sin j I), X -h Sin ^’ X)C ° S(D ’ X n , 
sin(l), A) L cos A. X 

(DA) => (DX) -+- (AX); 


D'ailleurs 


par conséquent 


( 4 ) 


rtane A, Xi 


On trouverait de même 
i 5 ) - — P >ang ( D, X ). 

De ces ibrmulos nous tirons cette conséquence (théo- 
rème 8), que, un premier axe de rotation D étant pris à 
volonté, l'inclinaison du deuxieme axe A sur l’axe cen- 
tral X ne dépendra que de la distance du premier a.rr 
à cet axe central. 

Si la droite D est dirigée suivant la trajectoire d'un de 
ses points, la droite A sera dans le plan normal à cette 
trajectoire (théorème 7) , et l’on aura 

•ang(A, X) tang{ D, X) = 1; 
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d'où l’on lire, en faisant le produit des équations (4) 
et (5), 

i 1 

r a = — =r const. 
u’ 

29. Si nous nous servons des équations (i) pour élimi- 
ner fi de l’équation (a) , il vient 

O (r -|- p) sin ( D, X) = * , 
ou encore, d’après les équations (i), 

On (r -4- p ) sin (D, A) = ci, 

l e premier membre de ectle équation est égal à six fois 
le volume du tétraèdre qui a pour arêtes opposées les 
deux lignes O. fï, prises sur les axes D et A; par consé- 
quent, st, sur deux droites 1),A , on porte deux seg- 
ments proportionnels aux rotations du corps autour de 
ces droites, le tétraèdre construit sur ces deux segments 
comme arêtes opposées aura son volume constant (’). 

30. Projetons sur une droite D les trajectoires de ses 
différents points; les projections seront égales entre elles, 
et ne dépendront que de la rotation autour de l’axe si- 
multané A. Soit p l’une de ces projections. Sa valeur 
sera 

P — n(r-t- p) sin(D, A); 

en sorte que l’équation du théorème précédent nous donne 
la relation 

O p — t u . 

On en conclut que la rotation du corps autour d’une 
droite quelconque est en raison inverse du mouvement 
de cette droite estimé dans sa propre direction. 


Cl Voir r -II. 
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Soient 0 l'angle que la droite D fait avee la trajectoire 
d’un de ses points a, cl <7 la longueur de cette trajectoire 
infiniment petite. On aura 

p = q ros 0 , 

et, par conséquent, 

O q cos0 = t-j. * 

Sr, par le môme point a , 011 fait passer plusieurs droites 
J), D', etc., on aura 

O coS 0 = 0 ' cos O' = . . = — ; 

1 

d’où il suit que, si, sur differentes droites passant par 
un même point , on porte, à partir de ce point, des seg- 
ments proportionnels au& rotations du corps autour de 
ces droites, les extrémités de ces segments seront sur un 
plan perpendiculaire à la trajectoire du point; la rota- 
tion minimum aura lieu autour de la trajectoire du même 
point ; et cette rotation, multipliée par la trajectoire du 
point , forme un produit constant , quel que soit le point. 

31 . Considérons un plan P jaisant partie du corps en 
mouvement. 

Soient 

r la distance du foyer à l’axe de rotation X ; 
f> la distance de la caractéristique à cet axe; 

O la rotation du plan autour de son foyer; 
fl sa rotation autour de sa caractéristique; 
ci l’angle que le plan fait avec un plan perpendiculaire 
à l’axe X. 

Abaissons du foyer une perpendiculaire sur la carac- 
téristique. On a vu (théorème 25 ) que cette droite ren- 
contre l’axe X, cl lui est perpendiculaire. Les extrémités 

I. 


12 
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de celte droite sont animées de deux mouvements rectan- 
gulaires : l'un , parallèle à l’axe de rotation , est égal à s ; 
. l’autre, perpendiculaire à cet axe, est égal à y r pour l’ex- 
trémité qui est au foyer, et à yp pour l’extrémité qui est 
sur la caractéristique. Ces deux mouvements sc compo- 
sent en un seul, qui est perpendiculaire au plan P pour 
la première extrémÿé, et qui est situé dans ce plan pour 
la seconde extrémité. On a doue 


t < i 

r ~ - tang ct, p = 


•j tang n 


d’où l’on tire 


rp = — = const. , 
u* 


= tang’ ct. 


Quand deux plans P ct P' sont perpendiculaires, on a 
pour ees plans 

tang ct tang a' = i , 


ct, par conséquent, 


rr = ~i = PP ■ 


On en conclut que les distances de leurs foyers à l'axe 
de rotation ont leur produit constant , et que les dis- 
tances de leurs caractéristiques à l'axe de rotation ont 
aussi leur produit constant. 

32. Les deux rotations du plan autour de son foyer, et 
autour de sa caractéristique, ont pour résultante la rota- 
tion y autour de l’axe X 5 par conséquent 


O — u ros ht, Ci — 'j sin ex. 

Dans le plan P menons une droite quelconque I). et 
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nommons (G, D) l’angle que cette droite l'ait avec la ca- 
ractéristique. Le trièdre dont les arêtes sont parallèles à 
l’axe X, à la caractéristique et à la droite D, est rectan- 
gle le long de l’arête parallèle à la caractéristique (théo- 
rème 25). On a donc # 

eos( D, X) = sin a cos (C , D), 

et, si l’on a égard à l’équation précédente, . 

12 cos(C, I)) = y cos(D, X); 

de sorte que, pour chaque plan mené par une même droite 
D, on a 

* 12 cos(C, D) = const. 

Nous proposerons comme exercice de démontrer par 
l’analyse quelqu’une des propositions qui précèdent; on 
trouvera un modèle de ce genre de calculs dans le Cours 
de Mécanique de M. Duhamel, a 1- édition, tome I, 
pages 2 .{o et suivantes. 


i 


a. . 
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* CHAPITRE II. 

# APPLICATIONS. 


* . SECTION I. 

APPLICATIONS A LA GÉOMÉTRIE , AUX SYSTÈMES ARTICULÉS 
ET AUX ENGRENAGES. 

. 1. Lorsqu’une courbe plauc se meut dans un plan, et 
que Ton connaît, pour l’une de ses positions, les tangente^ 
aux trajectoires de deux de ses points a et b , il est aisé, 
pour cette position, de résoudre les problèmes suivants : 

Mener la normale et la tangente à la courbe décrite 
par un point ni lié à la courbe mobile. 

Déterminer le rapport des vitesses de deux points liés 
à la courbe mobile. 

Trouver le point de contact de la courbe mobile avec 
son enveloppe. 

La solution de ces problèmes découle immédiatement 
des propositions placées sous les n°‘ I et 2 dans le cha- 
pitre précédent. En ell’ct, connaissant les tangentes aux 
trajectoires des points a et b , on peut tracer les normales 
à ces trajectoires, et leur intersection sera le centre in- 
stantané de rotation pour la courbe mobile. Ce centre 
étant connu, il suffira de le joindre au point décrivant ni 
pour avoir la normale et, par suite, la tangente à la 
courbe décrite par cc point. Les vitesses des diflérents 
points de la figure mobile seront entre elles comme les 
distances de ces points au centre instantané. La normale 
abaissée du même centre sur la courbe mobile la rencon- 
trera au point de contact avec l 'enveloppe. 
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Si l'on connaît les trajectoires «le deux points a et b de 
la figure mobile, on pourra construire la courbe S' dé- 
crite par le centre instantané sttr le plan fixe du mouve- 
ment, et aussi la courbe S" décrite par le même centre 
sur le plan mobjle de la première figure; dès lors, si l’on 
fait rouler la courbe S" sttr la courbe S' en entraînant le 
point m, celui-ci décrira la même courbe que dans le pre- 
mier mouvement. Ainsi l’on aura un nouveau mode de 
génération pour la courbe décrite par le point ni. • 

Enfin, quand ce nouveau mode de génération est seul 
donné, on peut encore résoudre les mêmes problèmes: car 
le point de contact entre les courbes S' et S" est à chaque 
iustant le centre instantané de rotation par rapport à 
toute figure liée à la courbe S". 

Appliquons ceci à quelques exemples. 

2. On donne deux courbes fixes S', S", une courbe 
mobile S assujettie à rester tangente aux deux premières, 
et un point ni lié avec la courbe S. 

Pour mener la tangente à la courbe décrite par le 
point m, il suffit d’élever deux normales sur la courbe 
mobile’ à ses deux points de contact, et de joindre l’inter- 
section de ces normales au point m; cette droite de jonc- 
tion sera la normale, la perpendiculaire sera la tangente. 

La courbe S peut se r«’'duire à deux droites qui se cou- 
pent sous un angle donné; chacune des courbes S', S" 
peut se réduire à un point fixe par lequel devra passer la 
courbe S; alors on a autant de cas particuliers qui em- 
brassent un grand nombre de courbes auxquelles nous sa- 
vons mener les tangentes. Supposons, par exemple, que 
S' soit une hyperbole équilatère, S" le centre de cette 
hyperbole, S l’ensemble de deux droites rectangulaires: 
l’intersection de ces droites décrira une lemniscate de 
Jacques Bernoulli. On sait donc mener la tangente à la 
lemniscate. * 
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3. On donne deux courbes fixes S', S", une courbe mo- 
bile S, et deux points a , m liés avec cette courbe; le 
point a est assujetti à rester sur la courbe S', et la 
courbe S doit constamment loucher la courbe S". Pour 
trouver la tangente à la courbe décrite par le point m, il 
suffit d'élever une normale à la courbe S' au pointa, et 
de tracer la normale commune aux deux courbes S, S"; 
la ligne qui joint l'intersection de ces deux normales au 
point m est normale à la courbe décrite par ce point, la 
perpendiculaire est la tangente. Supposons, par exemple, 
que S' soit une droite, S" un point et S la droite am\ 
alors le point m décrit une eonclioïde. Ainsi l’on sait 
construire fa tangente à fa conchoïde . 



A. On donne deux axes rectangulaires 
OX, OY, une droite mobile amb de lon- 
gueur constante et un point m pris sur 
cette droite. Si l’on promène en même 
temps les deux extrémités a et b de la 
droite sur les deux axes OX, OY" , le 
point m décrit une ellipse. Dès lors, il 
nous est facile de construire fa tangente à l’ellipse. En 
effet, surOa et O b construisons le rectangle aO 60'; O' 
sera le centre instantané de rotation, et, par conséquent, 
O’m sera la normale à l'ellipse, une perpendiculaire sera 
la tangente. 

Dans le rectangle construit, la diagonale OO' est égale 
à l’autre diagonale ab , laquelle est constante; de là, il 
résulte que le .lieu du centre instantané est un cercle C 
décrit de O comme centre avec un rayon égal à ab. D’un 
autre côté, le triangle rectangle a O' b a son hypoténuse 
ronstante; donc la courbe décrite par le centre instan- 
tané O', dans son mouvement relatif autour de la droite 
ab, est un cercle C' décrit sur cette droite comme dia- 
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mètre. Par là uous rayons que, lorsqu'un cercle mo- 
bile C' roule intérieurement sur un cercle fixe C de rayon 
double, tout point rn, pris dan* le plan du cercle mo- 
bile, décrit, autour du centre du cercle fixe , une ellipse 
qui se réduit à un diamètre , lorsque le point décrivant 
est situé sur la circonférence du ceiv/e mobile. 

Observons encore que la perpendiculaire & p, abaissée 
du point O' sur la droite ab, est normale à la courbe en- 
veloppe de cette droite, laquelle courbe a pour équation 



x t 4 - f = ab i . 

\ 5. Les principes qui nous ont servi 

_ j à résoudre les problèmes précédents 
: /J»' nous permettent encore de calculer le 

■Jl / / - * 

rayon de courbure de la courbe que 
// “ N ^ décrit un point rn, lié à une courbe mo- 
bile S", lorsque celle-ci roule sans 
0 . glisser sur une courbe fixe S', située 

dans le même plan. 

Nous n’aurons nullement besoin de l’équation de la 
courbe décrite; il nous suffira de connaître les rayons de 
courbure r et r' des courbes S' et S". 

Pendant la rotation infiniment petite que la courbe S" 
effectue autour de son point de contact comme centre 
instantané de rotation , uous pouvons substituer aux deux 
courbes S ff , S' leurs cercles osculateurs au point de con- 
tact, et supposer que le premier de ces cercles roule sur 
l’autre en entraînant le point m; Vêlement de la courbe 
décrite ne sera pas altéré. 

Soient donc n le point de contact entre les courbes S', 
S"; O, O' les centres des cercles osculateurs à ces courbes 
au point n , et a l’angle O' nm. 

Faisons îouler le cercle O' d’uuc quantité infiniment 
petite. Soient n' le nouveau j>oint de contact, et ni la 
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nouvelle position du point m. Les droites mn , ni' n' sont 
deux normales inlinimeut voisines à la courbe décrite 
par le point m , leur intersection c est le centre de cour- 
bure. Supposons que l’arc infiniment petit nn' soit égal à 
re ; alors la droite mn a décrit autour du point n un 

angle égal à la somme — -+- —, des rotations simultanées 

autour des centres O, «O'; en sorte que l’élément mm' 

perpendiculaire à mn est égal à nm e — — — • D'ailleurs 

la projection nn " de nn ' sur une parallèle à mtn' a pour 
valeur re cos a. On a donc 


HIC 

ne 


mm 

nn 


r f ) nm 


n 


ou, si l’on nomme Çi l’angle O mn, 

(A) 


me r -t- r' sin (a + P) 

r 


nc r cos a sin fl 

L)c celte équation on tire, en observant que mn — me — ne , 

— ( r + r') sin (a 4- 0) — 

r sm (a 4- p ) -+- r sin a cos [1 

Telle est la valeur du rayou de courbure. 

Si le point m se trouve sur le contour du cercle mobile, 
alors (3 = a, et, par conséquent, 


r' + ~ r 
2 


C’est la valeur du rayon de.courbure dans uneépicycloïde. 

Lorsque les deux cercles O, O' ont leurs centres d’un 
même côté de la tangente commune , le signe de r seul est 
changé. 
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0 . A l'aide des mê- 
mes. principes on peut 
encore résoudre aisé- 
ment plusieurs ques- 
tions particulières. 
Nous n’en traiterons 
ici (ju’une seule, que 
nous aurons l’occasion de rappeler plus tard. 

Trouver In développée d'une èpicyçloïde. 

Considérons une épicycloïde extérieure mm y ; tous nos 
raisonnements s’appliqueront sans difficulté à une épicy- 
cloïde intérieure. Soient O le centre du cercle fixe, r son 
rayon, r ' celui du cercle mobile, ni le point décrivant, 
n le point de contact, cl np le diamètre qui passe à ce 
point. 

Puisque mn est normale à l’épicycloïdc, inp est tan- 
gente 5. c’est-à-dire que la tangente à une épicycloïde ex- 
térieure est la droite qui passe au point de contact du 
cercle mobile avec le cercle, enveloppe extérieure du 
cercle mobile dans ses positions successives. De là il suit 
que la droite nui est tangente à toute épicycloïde exté- 
rieure f au,, où le cercle r joue le rôle de cercle enveloppe, 
pourvu que le point décrivant p se trouve sur la droite 
mn, lorsque le cercle mobile de cette épicycloïde touche 
son enveloppe au point n. 

Ceci posé , faisons rouler les cercles mobiles des deux 
épicyeloïdes mm,, pu,, de manière que ces deux cercles 
restent toujours en contact. Soient n’ le nouveau point 
de contact, /n, la nouvelle position du point ni, p t la 
nouvelle position du point p, a l’angle «On', et p, p’ les 
rayons du cercle fixe et du cercle mobile dans la nouvelle 
épifcycloïde. O11 a 

arcm,n' = arc nm — ra, 
arc (*,«'= arc [*// — px, 
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ou bien, considérant les angles au centre sous-tendus par 

ces arcs dans les cercles auxquels ils appartiennent, 

angle m,n' = angle mn — — ( a, 

C 

angle p, n' = angle pn — — a. 

P 

Or, puisque le pointp est, par hypothèse, sur la droite nui , 
angle mn — angle p n ; 

d’où l’on voit, eu egard aux équations précédentes, que 
le point p, sera sur la droite 111,11', si l'on a 



Cette condition étant satisfaite, la seconde épicycloïdc 
est la développée de la première. O11 en conclut que la 
développée d'une épicycloïdc est une épicycloïdc sem- 
blable. 

7 . Nous compléterons ces applications par l’étude et le 
tracé de quelques machines usuelles. 

7 e . Bielles . — Soitunebielle 
Alî qui transmet le mou- 
vement d’un balancier OA 
à une manivelle O'B, O 
et O' étant les deux centres 
de rotation. Prolongeons OA et O' B jusqu’à leur ren- 
contre en C. Le point C est le centre instantané de rota- 
tion relatif à la bielle; par conséquent, les différents points 
de ce corps tournent autour du centre C avec des vitesses 
proportionnelles à leurs distances à ce point. Si la vitesse 
de l’extrémité A du balancier est donnée, on connaîtra 
celle de tout autre point, et en particulier celle de l’extré- 
mité de la manivelle. 
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Soient ta' la vitesse angulaire de la manivelle, (<> celle 
du balancier. On a 


j. OA _ AC 


AC (VB_ AC 


'.O' B BC " BC OA BC 


in sin B 

— = . const. ; 

m sin A 


c'est-à-dire que les vitesses angulaires du balancier eide 
la manivelle sont iuversement proportionnelles aux sinus 
des angles que ces corps, réduits à des droites, forment 
avec la bielle. 

8. Parallélo- 
gramme rie JVatt. 
— Soient ODA un 
balancier de ma- 

» 

; chine à vapeur, qui 
'' oscille autour de 
l’axe O; AU, UC, 
Cl) trois tiges for- 
mant avec le ba- 
lancier un parallé- 
logramme articulé à ses quatre sommets; CO' une bride 
articulée en C, et mobile autour de l’axe lixe O'. Ce 
système est un parallélogramme articulé de Watt. La 
tige du piston s’attache en B par une nouvelle articula- 
tion. 

Afin d’étudier la courbe décrite par le point B, ache- 
vons le parallélogramme OABE; alors on voit que le 
point E décrit une circonférence autour du centre O, tan- 
dis que le point C décrit une autre circonférence autour 
du centre O'. Ainsi la courbe décrite par le point B est le 
lieu d’un point pris sur une droite CE, de longueur con- 
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stanlc, dont les extrémités parcourent deux circonféren- 
ces fixes. Il est aisé de construire ce lieu , en réalisant 
sur le papier le mode de génération que nous venons d’in- 
diquer. On obtient une courbe dont la forme est ana- 
logue à celle d’un 8. Elle est évidemment symétrique par 
rapport à la droite qui joint les centres des deux circonfé- 
rences, par conséquent son point double se trouve sur 
cette droite. Elle a pour le moins deux points d’inllexiou , 
et r si les proportions sont convenablement choisies, elle 
s'écarte peu’ d’une perpendiculaire à la ligne des centres; 
en sorte qu’elle est sensiblement rectiligne dans une cer- 
taine étendue, de part et d’autre de la ligne des centres : 
c'est pour celle raison qu’on l’a nommée courbe à longue 
inflexion . 

Prolongeons les rayons O'C, OEJusqu’à leur rencontre 
en 1 ; le point I est le centre instantané de rotation relatif 
à la droite CE: donc IB esl la normale à la courbe décrite 
par le point B, une perpendiculaire est la tangente. 

Traçons la droite OB, et soit II son point de rencontre 
avec CD. On a 


OH 

OB 


OD 

OA = C ° nSt ’ ; 


d’où il suit que le point H décrit une courbe homothé- 
tique à la courbe décrite par le point B, le point O étant 
le rentre d’homothétie. On profite de cette propriété pour 
fixer au pointll la tiged’un piston, qui est ordinairement 
celui de la pompe à air. 

Quand on veut construire un parallélogramme de Watt, 
on se donne à volonté les positions extrêmes OA', OA" 
du balancier, lesquelles ne doivent pas comprendre un 
angle très-grand. On se donne également à volonté , sur 
la direction moyenne du balancier, le point (1, où passe 
la perpendiculaire B' B" que la lige du piston devra sen- 
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siblcment parcourir; puis, les dimensions du parallélo- 
gramme étant convenablement choisies, on trace le pa- 
rallélogramme dans sa position moyenne ABCD et dans 
ses deux positions extrêmes A'B'C'I)', A"B"C"D", en 
observant de placer B, B', B" sur la perpendiculaire à la 
droite OA, qui passe au point G. Par les trois points C, 
C', C" on fait passer un cercle. Le centre de ce cercle 
est le point 0\ autour duquel doit tourner la bride O'C. 
Dès lors tout est déterminé. 

Walt se donnait ordinairement le pointGà égale distance 
du point A et de la droite A'A"; dans ce cas, le centre O' se 
trouve sur la droite BG. En effet, AB, A'IV et h."W sont 
alors également inclinées sur B'B" et, par conséquent, B' 
et B" sont à égale distance du point B. D’ailleurs, quelle 
que soit la position du point G, BC est perpendiculaire 
sur B'B", et B'C', B"C" sont égales et également incli- 
nées sur cette droite; donc ici BC est perpendiculaire sur 
le milieu de C'C", le centre O' est sur la droite BC. 

W att prenait de plus le point Ü au milieu du demi- 
balancier OA; dans ce cas, le centre O' coïncide avec le 
point B, car alors les parallèles BB", C'C"sont toutes 
deux égales à la moitié de A , A",BB"C , C"cst un parallé- 
logramme, BC'= B"C", et, puisque B"C ff =BC, on a 

. BC' — BC. 


On verrait de même que BC" = BC. 

Les autres proportions de Watt étaient les suivantes : 


AB compris entre - A' A" et - A' A", 

De cette dernière valeur il résulte 


OG = - A 'A". 
2 


OA = — A'A" H- —4-- 
2 24 
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OA' = (OG + GA )»= —L- -+- (OG - GA)» ; 


_ A 'A " _ A'A" __ A'A" 

40G.GA_- ? -, GA--^--^-. 


Ces proportions sont encore celles que l’on adopte de 
préférence aujourd’hui. 

Le P. Carbonnelle, dans un Mémoire qui fait partie 
des Bulletins de l' Académie royale de Belgique , t. XX, 
1 853 , s’est proposé le problème suivant: Trouver, dans 
des conditions de grandeur réalisables, les proportions 
du parallélogramme de Watt qui assurent la plus 
grande étendue possible au mouvement circulaire du 
balancier et au mouvement rectiligne de la tige du 
piston , en même temps quelles donnent à ce dernier 
mouvement toute la. rectitude dont il est susceptible. 
L’auteur arrive par l’analyse aux conclusions que voici : 

Le point G doit être situé à égale distance du point A 
et de la droite A'A"; le point I) doit être situé au milieu 
du demi-balancier OA; le côté AR doit être pris aussi 
grand que la machine le comporte ; le rapport de la course 
du piston à la longueur du demi-balancier ne doit pas 
dépasser une certaine limite. 

Ces résultats de l’analyse justifient admirablement les 
règles de Walt, qui n’étaient d’abord fondées que sur des 
tâtonnements nombreux. 

Observons que , pour faire 
décrire à la lige du piston une 
courbe il longue inflexion, il 
n’est pas besoin d’un parallé- 
logramme complet. En effet, 
soient OA le balancier qui 



Digitized by Google 


'ST 


CIRÉMATtQLE. |()| 

tourne autour de l’axe O , et BAC une lige articulée 
en B, A et C avec la tige du piston, le balancier et 
une bride qui tourne autour de l'axe fixe O'. l.cs points 
A et C de la tige seront assujettis à se mouvoir sur deux 
circonférences fixes; par conséquent , le point B décrira 
une courbe à longue inflexion. L’appareil ainsi con- 
struit se nom me parallélogramme simple. Pour le tra- 
cer, on marque la position moyenne et les positions 
extrêmes du point C, comme s’il s'agissait du parallé- 
logramme de Watt; puis on fait passer un cercle par ces 
trois positions, et l'on prend le centre de ce cercle pour 
projection de l’axe de la bride. 


9. Tracé des engrenages plans. — Un arbre de machine 
étant animé d'un mouvement de rotation quelconque, 
on propose de transmettre ce mouvement à un arbre 
parallèle, par un seul système de roues dentées, de ma- 
nière que les vitesses angulaires des deux arbres soient à 
chaque instant dans un rapport donné. Tel est le pro- 
blème des engrenages plans. 

Les roues seront deux cylindres parallèles , qui auront 
pour axes de rotations les arbres réduits à des droites. Il 
s’agit de déterminer les bases de ces cylindres, sur un 
même plan perpendiculaire aux axes, de manière qu’elles 
puissent rester tangentes l'une à l’autre, en tournant au- 
tour de leurs centres avec des vitesses angulaires qui soient 
dans un rapport donné. 



Soient O, O les pieds des axes 
sur le plan des bases; ce sont ces 
deux points que nous nommons les 
centres des bases. Prenons sur la 
N droitc indéfinie 00' un point A 
dont les distances aux deux cen- 
• 1 res soient dans le rapport inverse 
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des vitesses angulaires eorrespondantes. De O et O' 
comme centres, avec OA et O' A pour rayons, décrivons 
deux circonférences; clics seront tangentes, et si elles 
tournent autour de leurs centres avec des vitesses an- 
gulaires dans le rapport donné, il est clair qu’elles rou- 
leront l une sur l’autre sans glisser. Seulement, comme 
le point A admet deux positions, l’une extérieure à la 
droite finie OO', l’autre intérieure , dans la première po- 
sition les circonférences tourneront dans le même sens, 
et dans la seconde position elles tourneront en sens con- 
traire. La première construction convient à un engre- 
nage intérieur, et la seconde «à un engrenage extérieur. 
Comme ce dernier genre est le plus employé , nous le con- 
sidérerons seul. Au reste, tout ce que nous dirons pourra 
s'appliquer aux engrenages intéricurs, sans autre modifi- 
cation qu’un changement de direction. 

Les circonférences que nous venons de construire se 
nomment les circonférences primitives de l'engrenage. Il 
nous reste à tracer les dents de ces circonférences par la 
condition que deux dents, primitivement en contact, res- 
tent tangentes, lorsqu’on fait rouler les circonférences 
l’une sur l’autre. On peut même supposer que l’une des 
circonférences reste immobile, pendant que l'autre roule 
• en entraînant son centre ; car rien ne sera changé à. la po- 
sition relative des deux figures. 

Ici le problème devient indéterminé; car on peut se 
donner à volonté une courbe M'JV liée à la circonfé- 
rence O', déterminer l’enveloppe MN de cette courbe 
lorsque la circonférence O' roule sur la circonférence; O; 
et alors, si l’on regarde M'N' comme le profil de la dent 
de la première circonférence, il est clair que MN sera le 
profil de la dent de la seconde circonférence. 

Dans ce roulement de la circonférence O' sur la cir- 
conférence O, supposée immobile, le centre instantané de 


Digitized by Google 



CINÉMATIQUE. 11)3 

rotation est le point de contact A; par conséquent, la 
normale abaissée de ce point sur la courbe M'IV la ren- 
contre en un point de la courbe enveloppe MN. De là ré- 
sulte une construction très-simple de l cnveloppe MN : 
des differents points C', E', etc., de la circonférence O' 
abaissez des normales C'D', E'F', etc., sur la courbe 
M'A', et mesurez les angles y, s, etc., sous lesquels ces 
normales coupent la circonférence. A partir du point de 
contact A, portez sur la circonférence O des arcs AC, 
AE, etc., respectivement égaux aux arcs A'C', A'E', etc. ; 
par les extrémités des arcs construits, menez des droites 
qui coupent la circonférence O sous les angles y, £, etc., 
et portez sur ces droites des longueurs CD, EF, etc., 
égales à C'D', E'F', etc. Les points D, F, etc., appar- 
tiendront à la courbe MA. On déterminera de cette ma- 
nière autant de points que l’on voudra. 

La construction précédente peut être abrégée ; car, si 
l’on observe que les droites CD, EF, etc., sont normales 
à l’enveloppe MN , on voit que, pour tracer cette courbe, 
il suffit de décrire des ci rconlérenccs deC, E, etc., comme 
centres, avec des rayons égaux à CD, EF, etc., puis de 
tracer la courbe qui enveloppe toutes ces circonférences : 
ce sera la courbe cherchée. 

Appliquons cette construction générale à quelques en- 
grenages les plus employés. 




/# 




y- 


10. Engrenage à lanterne . — 
Dans ce système d’engrenages, 
l’une des roues est formée de deux 
tourteaux TT', réunis par des 
fuseaux cylindriques égaux F, F, 
parallèles à l’arbre, et rangés eu 
cercle autour de cette droite. 
Ainsi les dents de la circonférence O' sont de petits 
1 . 1 3 
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cercles égaux M'N', dont les centres sont régulièrement 
placés sur la circonférence. 

Soit I le cenlre d'un de ces petits cercles. Lorsque la cir- 
conférence O' roule sur la circonférence lixe O, le point I 
décrit une épicycloïdc, la normale à cette épicycloide est 
aussi normale au cercle M' N'. Par conséquent, le profil 
MN delà dent correspondante est la courbe que l’on obtient 
en portant sur les normales à l’épicycloide décrite par le 
point I des longueurs égales au rayon du pelit cercle M' N'. 

On énonce d'ordinaire ce résultat en disant, que les 
dents correspondant aux fuseaux ont pour profils des dé- 
veloppantes d’épicycloïdes. 11 est clair, en effet, que ce s 
profils ont même développée que l’épicyeloïdc décrite par 
le point 1 j cl comme cette dernière courbe a pour déve- 
loppée une autre épicycloïdc (n° (>) , il en résulte que les 
profils sont des développantes de celte seconde épicycloide. 



1 1 . Engrenage à pane. — Les 
profils des dents de l’une des circon- 
férences primitives sont ses propres 
rayons. 

Soit O' M' un rayon de la circon- 
férence O', qui est profil d’une dent. 
Amenons l’extrémité M' au point de 
contact tles deux circonférences primitives , puis faisons 
rouler la circonférence O' sur la circonférenceO, supposée 
fixe. Nommons O',, M’, les nouvelles positions de O', M', 
et A le nouveau point de contact. Sur O', A comme dia- 
mètre, décrivons une circonférence, et soitO"son centre. 
Cette circonférencc.coupc le rayon O', M', en un point 3VI 
qui appartient au profil cherché de la dent correspondante, 
et comme l’angle AO" M est double de l’angle AO', M', , 
l’arc AM est égal à l’arc AM',. De là il suit que, si l’on 
fait rouler en même temps les circonférences O'. O" sur la 
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circonférence O, en leur conservant toujours le même 
point Je contact, le point M où le flanc touche la dent eoi- 
res pondante restera fixe sur la circonférence U"; ce point 
décrira donc le profil de la dent correspondante au flanc. 
Ainsi la courbe cherchée est une épicycloïde. 

Ceci n’est qu’un cas particulier d'un théorème plus gé- 
néral. Dans l’intérieur de la circonférence O' faisons rouler 
une circonférence O", et prenons pour profil des dents de 
la première circonférence l'épicycloïde décrite par un 
point M de la seconde. Le profil des dents correspondantes 
s ur la circonférence O sera l’épicycloïde que décrirait le 
point M , si la circonférence O" roulait extérieurement sur 
la circonférence O. F.n eflcl, supposons que les circonfé- 
rences O', O" roulent simultanément sur la circonférence 
O supposée fixe, de manière à avoir toujours le même 
point de contact. Dans ce mouvement, le point INI décrira 
sur le plan mohilede la circonférence O' l’épicycloïde don- 
née, et sur le plan fixedela circonférence O une épicycloïde 
qui enveloppe la première dans ses diverses positions. 
L’engrenage à flanc est le cas particulier où 1 épicycloïde 
donnée se réduit à un diamètre (n° -i). 

Dans le mouvement réel de l’engrenage, les circonfé- 
rences O, O', O'' roulent encore l’une sur l’autre eu se 
touchant au même point, mais leurs centres restent fixes. 
Il en résulte que la circonférence O" est dans l’espace le 
lien des points de contact des dents correspondantes. 


12. E n grenage à développantes do 
cercle. — Le profil M'IV de la dent 
d’une circonférence primitive O est une 
développante d'un cercle concentrique 
V B'. 

Faisons rouler la circonférence O' 
sqr la circonférence O, supposée fixe. La normale menée 

i3. 
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du point (le contact A à la développante M'N' est nécessai- 
rement tangente au cercle Pi' B', d’où il suit qu’elle coupe 
la circonférence O sous un angle constant, et qu’elle en- 
veloppe un cercle IN B concentrique à celte circonférence. 
De plus, cette même droite est normale au profil MPi de 
la dent de la circonférence O ; donc ce profil est une déve- 
loppante du cercle NB. Ainsi les profils des deux dents 
correspondantes, sont des développantes de deux cercles 
N' B', NB concentriques aux circonférences primitives 
(y, O et de rayons proportionnels à ceux de ces circon- 
férences. 

Dans le mouvement réel do l’engrenage, la normale 
commune aux deux profils MN , M'N' reste fixe dans l’es- 
pace; par suite, elle est le lieu des points de contact entre 
deux dents correspondantes. 

Ce système d’engrenage jouit de deux propriétés assez 
remarquables : 

Si les dents s’usent d’épaisseurs égales sur tout leur 
contour, elles se correspondront encore rigoureusement. 

Si l’on fait varier la distance des- arbres, les dents con- 
struites pour une certaine distance 11e cesseront pas d’être 
rigoureusement correspondantes. 

Ces propriétés sont plus curieuses qu’utiles; car les 
dents s’usent toujours de telle façon qu’elles conservent 
des formes correspondantes; et, d’un autre côté, on con- 
struit toujours les dents fort petites , en sorte qu’elles 
n’engrènent plus dès que la distance des axes augmente 
sensiblement. Cette petite dimension des dents est néces- 
saire, si l’on veut diminuer autant que possible le travail 
résistant qui se développe toujours par le frottement des 
dents l’une contre l’autre; car, toutes choses égales, ce 
travail est proportionnel à la distance du point de con- 
tact des dents au point de contact des circonférences pri- 
mitives. 
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13. T racé fies engrenages coniques . — Les engrenages 
coniques différent des engrenages plans, en ce que les ar- 
bres, au lieu d’élre parallèles, se rencontrent. Les roues, 
au lieu d’être des cylindres , sont des cônes dont le sommet 
commun est au point de rencontre des arbres réduits à des 
droites. 

Soient SO , SO' ces deux droi tes. 
Prenons surces droites des longueurs 
SB, SC proportionnelles aux rota- 
tions correspondantes ; sur ces lon- 
gueurs construisons un parallélo- 
gramme, et soit SEA la diagonale. 
Les distances de chaque point de cette droite aux deux 
arbres SB, SC seront entre elles dans le rapport inverse 
des vitesses angulaires correspondantes. Par un point A 
pris sur celte droite, menons deux plans perpendiculaires 
aux arbres, et dans ces plans traçons deux cercles tangeuts 
au point A et dont les centres O, O' soient sur les deux 
arbres. Si nous prenons ces cercles pour bases de deux 
cônes dont le sommet commun soit en S, dans le mouve- 
ment de l’engrenage ces cônes rouleront l’un sur l’autre 
sans glisser. On les nomme cônes primitifs de l'engre- 
nage. 

Pour achever la construction, on se donnera à volonté, 
sur l’un des cercles O', leprofil des dents du cône corres- 
pondant, on fera rouler ce cône sur l’autre cône supposé fixe, 
et l’on déterminera dans l’espace l’enveloppe du profil 
tracé : cette enveloppe sera le profil des dents correspon- 
dantes. 11 ne restera plus qu’à joindre ces deux courbes au 
sommet S par des surfaces coniques. Comme ici les courbes 
ne sont pas dans le même plan, la construction rigou- 
reuse exige l’emploi des procédés de la géométrie descrip- 
tive. Heureusement le tracé des épures, qui est toujours 
assez pénible, peut être remplacé dans la pratique par une 
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construction plane imaginée par M. Poncelet ( 1 ) , et dont 
l’exactitude, quoique imparfaite, est amplement suffisante 
dans tous les cas. Nous nous contenterons d’indiquer cette 
dernière construction; pour la première, nous renverrons 
au Traité de Géométrie descriptive de Leroy, 2“ édit., 
page 4 * 6 . O11 trouvera dans le même, ouvrage de plus 
amples développements sur le tracé des engrenages plans. 

Par le point de contact A des deux cercles O, O', me- 
nons dans le plan des axes une droite TAT' perpendicu- 
laire à SA, et supposons que sur les deux cercles O, O' 
comme bases on ait taillé deux cônes dont les sommets 
soient T et T'. O11 enroulera deux feuilles de papier sur 
ces deux cônes de manière à recouvrir exactement leur 
surface convexe , puis on étendra ces feuilles sur un plan ; 
alors elles auront la forme de deux secteurs circulaires. 
Considérant ces cercles comme les circonférences primi- 
tives d’un engrenage plan , dans lequel le rapport des vi- 
tesses angulaires serait le même (pie dans l’engrenage co- 
nique, on tracera les dents de l’engrenage plan, comme 
011 l’a indiqué plus haut. Cela fait, on reportera les 
feuilles sur leurs cônes respectifs, et, l’on marquera sur 
la surface de ces cônes les contours des dents tracées. Il 
ne restera plus qu’à joindre ces contours au sommet S par 
des surfaces coniques: ces surfaces seront celles des dents 
de l’engrenage projeté. 

L’erreur de cette construction provient seulement de 
ce que les profils tracés sur les cônes T, T' ne se meuvent 
pas dans un même plan pendant toute la durée de leur 
contact. O11 voit que cette erreur sera d’autant moindre 
(pie les dents seront plus courtes. Elle serait nulle, si les 
dents étaient infiniment petites; car alors leur mouve- 
ment, pendant 1 instant de leur contact, serait une ro- 
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lation autour des centres T ou T' dans le plan tangent 
aux deux cônes auxiliaires suivant l’arête TAT. Comme 
on construit les dents très-courtes, afin de diminuer les 
frottements, l’erreur de la méthode est toujours inférieure 
à celle que l’ouvrier le plus habile est exposé à com- 
mettre dans l’exécution d’une épure exacte. 

1-4. Soient O, O', O" trois circonférences tangentes au 
même point ni, et telles que le rayon de la troisième soit 
égal à la somme des rayons des deux autres. 

Supposons d’abord que h-s deux premières circonfé- 
rences roulent successivement et en sens contraires dans 
l’intérieur de la troisième. Le point m, considéré comme 
appartenant à chacune des circonférences mobiles, dé- 
crira la même épicycloïde dans les deux mouvements. 

Supposons maintenant que la circonférence O roule sur 
l’extérieur de la circonférence O', puis que la circonfé- 
rence O" roule intérieurement et dans le même sens sur 
la même circonférence O'. Le point m, dans ces deux 
mouvements, décrira la même épicycloïde extérieure à 
ta circonférence O'. Démontrer ces théorèmes. 

Euler. 

15. Deux circonférences égales O, O' se coupent à an- 
gle droit, et une droite mobile égale à la distance des 
centres appuie constamment scs extrémités sur les deux 
circonférences. Montrer que le point milieu de cette 
droite décrit une lemniscate de Jacques Bernoulli , 
r* = 2 cosiQ, dont les foyers sont les centres des deux 
circonférences . 

Conservons la même circonférence O et la même 
droite; mais remplaçons la circonférence O' par une 
autre circonférence concentrique qui passe au centre de 
la circonférence O. Alors un point pris sur le prolon- 
gement de la droite, à une distance de V extrémité 
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égale à la longueur meme de la droite, décrira une Ictn- 
niscatc de Jacques Bernoulli ; mais cette fois le centre 
de la circonférence O sera te centre de la courbe, 
tandis que celui de l'autre circonférence sera toujours 
l'un des foyers. 

On voit par là que la lemniscatc est un ras particulier 
fie la courbe à longue inflexion. 

Car bon n elle , Bulletin de l'Acad. de Belgique, t. XX , n° 5. 

1 6. On suppose deux hyperboles équilatères, égales, 
et qui ont d’abord la position d'hyperboles conjuguées. 
L'une d’elles restant fixe , on fait rouler l’autre sur fa 
première. Alors le centre de l'hyperbole mobile décrit 
une lemniscatc de Jacques Bernoulli, dont les foyers 
coïncident avec ceux de l’hyperbole fixe. 

On établira ce théorème par la méthode employée au 
n° -i, en montrant que, dans le premier des deux modes 
de générations indiqués au numéro précédent, le centre 
instantané de la droite mobile décrit une hyperbole équi- 
latèrc, soit dans son mouvement absolu, soit dans son 
mouvement relatif autour de la droite mobile. 

17. Une figure plane se meut 
dans un plan ,• on connaît, à un in- 
stant donné, le centre instantané de 
rotation C et les centres de courbure 
O , O' des courbes dédites par deux 
des points de la figure m, né. Trouver 
rayon de courbure de la courbe décrite par un troi- 
sième point m". 

Soient 

O" le centre de courbure de la troisième courbe; 

r, i J , r" les rayons de courbure O m , O m', O m " ; 

p, p', p" les distances wC, m'C, m" C; 


C e 
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c la position infiniment voisine du centre instantané; 

u, u" les angles OCe, O'C c , Ü"C c. 

En ex[#imant que les arcs décrits sont proportionnels 
aux longueurs des normales abaissées du centre instan- 
tané, on obtient les relations 

p(r + p) _p'(r'+p') 

_ - — - , 

. rsin u r sin u 

p'W+p') = r"(' / '+p") 

r'sin «' r"sin«" 

Comme on connaît la différence u — u\ la première re- 
lation fera connaître « et u ' 5 alors 011 aura la direction 
Ce et, par suite, l'angle u". Substituant les valeurs des 
angles u'-e\,u" dans la seconde relation, on en tirera la 
valeur du rayon de courbure r". 

On pourra calculer aisément par cette méthode le rayon 
de courbure de la courbe à longue inflexion et celui de 
plusieurs autres courbes intéressantes. 

Aknoux, Journal de l'Ecole Polytechnique, XXXV' cahier, 
p. 109. 

♦ APPENDICE. 

i. Recherche expérimentale oe la loi n'm mou- 
vement. — Lorsqu’on veut trouver par observation la loi 
d’un mouvement, il faut commencer par déterminer la 
courbe que décrit le mobile, puis déterminer la vitesse 
en chaque point. 

Quand il s’agit d’ttn moutcmcnl qui s’exécute avec len- 
teur, on observe directement, soit les positions succes- 
sives du mobile, soit les espaces parcourus dans des temps 
donnés. C’est ainsi que l’on observe les mouvements des 
corps célestes, le flux et le reflux de la mer, la crue des 
rivières, les déformations qui se manifestent à la longue 
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dans tous les corps soumis à quelque effort étranger, à 
quelque travail intérieur. Lorsque le mouvement n’est 
pas très-lent, on doit employer certains procÆés d’ob- 
servation indirecte que nous exposerons d’une manière 
plus spéciale en traitant séparément les deux parties de 
notre problème. 

2. Commençons par la détermination delà courbe. Ici 
l’observation est rarement utile; car dans les machines 
Je mouvement de chaque pièce est déterminé par des con- 
ditions géométriques ordinairement fort simples; en sorte 
i|ue l’on connaîtra le" plus souvent à la seule inspection 
de l'appareil la courbe décrite par chacun des corps qui 
le composent, ou du moins la géométrie fera connaître 
cette courbe plus facilement que l’observation. 

Toutefois, si la courbe décrite est sensiblement plane, 
on pourra adapter au mobile un pinceau imbibé d’encre 
tle Chine, et lui faire tracer sa trajectoire sur une feuille 
de papier que l’on fixe à une distance convenable et dans 
un plan parallèle. 

C’est de cette manière que l’on a étudié la forme des 
variations transversales d’une tige élastique retenue par 
une extrémité. On fixe un léger pinceau à l’extrémité 
libre, suivant le prolongement de la lige, puis on ap- 
proche une plaque de verre enduite de noir de fumée, en 
observant de la placer dans un plan perpendiculaire à 
la direction moyenne du corps vibrant. 

Pour un mouvement rapide, et quand on veut seule- 
ment avoir une idée générale de la forme de la courbe, 
on peut se servir du fait de la persistance des images 
dans la rétine. Il suffira de fixer sur le mobile une 
petite surface brillante. C’est ainsi que Wliealstone étu- 
diait les vibrations transversales des liges élastiques. 

.‘1. Supposons maintenant que la courbe décrite soit 
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connue, cl recherchons les moyens d’observation par les- 
quels on pourra déterminer tu vitesse. 

Les procédas directs se sont naturellement présentés * 
les premiers à l'esprit des observateurs. Ainsi, pour dé- 
terminer la vitesse d’un corps pesant le long d’un plan 
incliné, Galilée plaçait sur une corde fortement tendue 
un petit chariot très-mobile dont le centre de gravité était 
situé au-dessous de la corde; puis, l’abandonnant à son 
poids, il mesurait les espaces parcourus dans des temps 
égaux. Coulomb, pour mesurer la résistance que le frot- 
tement oppose à l’accélération produite par la pesanteur, 
plaçait une caisse mobile sur des madriers horizontaux; 
puis la soumettant à l'action d’un poids par l'intermé- 
diaire d’une corde dirigée dans le sens du mouvement, 
il mesurait directement des espaces parcourus dans les 
temps égaux. 

I. Aujourd’hui ces procédés directs ne sont plus regar- 
dés comme suffisamment exacts pour des mouvements 
taul soit peu rapides, à moins que la vitesse ne puisse être 
regardée comme constante; car alors on connaîtra la vi- 
tesse avec toute l’cxactitudc désirable en comptant le temps 
employé à parcourir uu espace connu. Par exemple, une 
semblable observation peut suffire pour faire connaître 
la vitesse d’un convoi de chemin de fer. Dans les autres 
cas on emploie quelque procédé indirect. Nous citerons 
les principaux. 

S’agit-il de déterminer la vitesse d’une balle de fusil 
au sortir du canon :on établit à quelque distance un large 
tambour , dont les deux fonds sont formés de deux 
feuilles de papier mince; on lui communique par un 
tourne-broche un mouvement de rotation rapide et uni- 
forme autour de son axe, puis on dirige l’arme à feu vers 
l’un des bords, parallèlement à l’axe. La balle perce les 
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deux fonds de papier en deux points situés dans des plans 
méridiens différents. Connaissant la vitesse angulaire du 
* tambour, on aura le temps qu’il emploie à décrire l’angle 
des deux plans : ce temps est celui que la balle a mis à 
parcourir la distance qui sépare les deux fonds; divisant 
ce temps par eetle distance , on aura la vitesse de la balle. 
Tel est le procédé imaginé par Mattéi et Grosbcrt. 

Quand on veut déterminer la loi de variation des vi- 
tesses, on emploie souvent un procédé imaginé par Eytel- 
vvein. Ce physicien , se proposant d’étudier le mouvement 
de la soupape d’un bélier hydraulique, fixa sur la sou- 
pape un petit pinceau imbibé d’encre de Chine, dans une 
direction perpendiculaire au mouvement, et fil glisser 
rapidement une bande de papier contre le pinceau dans 
un plan perpendiculaire. 

Soi t ABCDE. .. la cour- 
be tracée. Rapportons 
cette courbe à deux axes 
rectangulaires OX , OY, 
dont le premier soit parallèle et de sens contraire avec 
le mouvement du papier. I.cs ordonnées seront propor- 
tionnelles à l'élévation de la soupape, et si la vitesse du 
papier est constante, les abscisses seront proportionnelles 
aux temps écoulés depuis l’instant où le pinceau se trou- 
vait sur l’axe des y. II en résulte que la tangente trigono- 
métriquede l’angle que la tangente à la courbe fait avec 
1 axe des x sera proportionnelle à la vitesse de la soupape. 
S'il est une partie rectiligne dans la courbe tracée, c’est 
que pendant le temps correspondant la vitesse de la sou- 
pape a été constante. 
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culaire au plan des vibrations; et pendant que la corde 
vibre, il l'ait glisser rapidement contre l’appendice 
une glace enduite de noir de fumée, située dans un plan 
perpendiculaire. La courbe tracée a la forme d'une scie à 
dents de plusieurs ordres; les dents principales corresr 
pondent au son fondamental, les dents secondaires aux 
sons harmoniques. 

Dans ces expériences, il est souvent utile que la feuille, 
sur laquelle est tracée la courbe, ait une certaine lon- 
gueur; et, si l’on veut connaître les vitesses absolues du 
mobile, il est nécessaire que le mouvement de la feuille 
soit parfaitement uniforme et exactement connu. Ces 
deux conditions sont remplies par un petit appareil que 
nous allons faire connaître. 



Deux cylindres parallèles et 
mobiles autour de leurs axes 
sont installés à une petite dis- 
tance, sur un même châssis. 
L ne bande de papier s’enroule 
sur le premier cyliudre et se 
déroule sur l’autre, en vertu 
d’une rotation uniforme qui est 
communiquée au premier cylindre par un mouvement 
d’horlogerie. Afin que le papier reste tendu, l’axe du 
second cylindre est embrassé par une petite pince dont 
les mâchoires se serrent à volonté, de manière à op- 
poser une résistance convenable à la rotation devenue 
trop facile. L’appareil ainsi construit ne donnerait pas 
au papier une vitesse uniforme; car, à mesure que le 
papier s’enroule sur le premier cylindre, le rayon aug- 
mente, et, par suite, quand la rotation est uniforme, le 
mouvement du papier ne l'est pas. Pour éviter cet in- 
convénient, on adapte sur le prolongement de l’axe du 
premier cylindre un petit appareil connu sous le nom 
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do fusée; c’est un tronc de cône portant sur sa surface 
une rainure hélicoïdale. Un fil dont l’extrémité est atta- 
chée à la fusée vers la grande base, s’enroule tout le long 
de la rainure, et passe ensuite sur un cylindre parallèle 
auquel est attachée son autre extrémité. C’est à ce der- 
nier cylindre que l’on communique une rotation uni- 
forme par un mouvement d'horlogerie. On conçoit que, 
si la rainure de la fusée est dans un rapport convenable 
avec l’épaisseur du papier, celui-ci recevra un mouve- 
ment uniforme. 

L’appareil est disposé de manière que l’axe du dernier 
cylindre est ordinairement libre de tourner seul. A l’in- 
stant où l'on veut commencer l’expérience, on presse un 
petit levier d’embrayage qui rend le cylindre solidaire 
avec son axe, et le mouvement du papier commence. Ou 
ajoute encore, entre les deux premiers cylindres , un qua- 
trième cylindre parallèle et libre sur son axe, afin d’op- 
poser derrière le papier une résistance lonvcnableau pin- 
ceau qui trace la courbe. 

On comprend que l’appareil peut être simplifié lorsque 
l’expérience ne doit durer que peu de temps. Ainsi l’on 
pourra se contenter d’une feuille de papier qui embrasse 
les deux cylindres à la manière d’une courroie sans fin; 
alors la fusée devient inutile. On pourra même se borner 
à un seul cylindre recouvert d'une feuille de papier. C’est 
ce qu’a fait M. Morin dans une machine qui a pour but de 
constater les lois de la chute des corps. Dans cette machine 
le cylindre est vertical et d’une assez grande longueur; 
un poids muni d’un pinceau tombe le long de la surface 
du cylindre, pendant que celui-ci est animé d’une rota- 
tion uniforme. La feuille étant développée sur un plan, 
on reconnaît que la courbe tracée est une parabole, c’est- 
à-dire une courbe dont les ordonnées sont proportion- 
nellcsaux carrés des abscisses. De là il suit que les espaces 
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parcourus parle corps dans sa cliulc sont proportionnels 
aux carrés des temps. 

M. Morin a repris les expériences 
« / (f D J \ deCoulomb sur le frottement, en leur 
*( \ appliquant les nouvelles méthodes 

\ o 1 d’observation. 11 fixe sur le disque de 

K J la poulie un large plateau circulaire 

et concentrique, couvert d une (euille de papier; devant 
ce plateau, vers l’un de ces bords , il place une horloge 
dont l’aiguille porte un crayon. Si la poulie était im- 
mobile , le crayon tracerait sur le papier un cercle excen- 
trique CDm; mais comme la poulie tourne, la courbe tra- 
cée CM A est plus compliquée; néanmoins cette courbe 
permet de déterminer aisément la vitesse de la poulie, et 
par suite celle de la caisse. Pour cela il suffit d’observer 
que tout point M de la courbe, à l’instant où il est mar- 
qué, se trouve avec le crayon à une même distance du 
centre O de la poulie. 

De U comme centre, avec OM pour rayon, décri- 
vons un arc de cercle. Soient m le point où cet arc ren- 
contre le cercle décrit dans b espace par le crayon, et C 
la position actuelle du crayon. Pendant que la portion de 
courbe CM a été tracée, l'aiguille de l'horloge a décrit 
l’arc mC, et la poulie a tourné de l’angle m OM ; connais- 
sant la vitesse de l’aiguille, on aura celle de la poulie. 

On a appliqué ce même procédé dans plusieurs autres 
circonstances. Quelquefois on fixe le crayon au mobile 
même dont on veut connaître la vitesse, et l'on imprime 
une rotation uniforme au disque recouvert de papier. 
C’est ainsi que l’on a déterminé le temps employé par le 
chien d’un fusil pour s’abattre sur la capsule. 

On peut se proposer de trouver l’équation de la courbe 
décrite sur le disque, en se donnant h volonté le mouve- 
ment du mobile. Supposons, par exemple, que Je mobile 
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portau l le crayon soit animé d’un inouvcmenl rectiligne et 
uniforme suivant une droite qui passe au centre du disque. 
Alors la courbe tracée autour du cercle sera évidemment 
une spirale d’Archimède, dans laquelle le rapport du 
rayon vecteur à l’angle décrit sera celui de la vitesse du 
mobile a la vitesse angulaire du disque. 

Classification des mouvements élémentaires et des 

ORGANES DE TRANSMISSION DANS LES MACHINES. LcS mou- 

vements élémentaires se divisent en mouvement recti- 
ligne, mouvement circulaire et mouvement d'après une 
courbe donnée. Chacun de ces mouvements se subdivise 
en mouvement continu et mouvement alternatif. 

Combinant chacune des six espèces de mouvements 
élémentaires avec elle-même et avec toutes les autres, on 
obtiendra vingt et une combinaisons différentes, qui cor- 
respondent à autant de transformations possibles d'un 
mouvement dans un autre. 

11 n’entre pas dans notre but de donner des exemples de 
ces diverses transformations. Nous renverrons le lecteur 
désireux de quelques détails à Y Essai sur la composition 
des machines , par MM. Lanz et Bétancourt. Cet ouvrage 
est entièrement consacré à l’examen des divers organes 
que l’on peut employer pour transformer les mouve- 
ments. 
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CHAPITRE PREMIER. 

CHOC DF. SPHÈRES HOMOGÈNES SANS FROTTEMENT. 


Imaginons que deux sphères homogènes et de même 
matière, qui se meuvent suivant la droite qui joint leurs 
centres, viennent à se choquer l'une contre l'autre. 

Soient 

wj, ni les masses respectives de ces deux corps; 

«, u' leurs vitesses avant le choc; 

e, v leurs vitesses après le choc; 
ces vitesses étant comptées positivement dans une direc- 
tion et négativement dans la direction contraire. 

On a toujours l’équation 

A ) m ! u — <>) = m'( v' — «'). 

Si les deux corps sont complètement dépourvus d’élas- 
ticité, cette équation suffit pour déterminer leur mou- 
vement après le choc; car ces deux corps, après s’être 
rencontrés, marcheront ensemble et ne formeront , pour 
ainsi dire , qu'un seul corps. Quand les corps ont quelque 
élasticité, il convient de distinguer deux périodes dans la 
durée du choc : pendant la première les centres de gravité 
se rapprochent , et pendant la seconde les centres de gra- 
vité s’éloignent. Si la pression mutuelle qui s’exerce entre 
les deux corps a des valeurs égales pendant les deux pé- 
riodes pour une même distance des centres de gravité, les 
corps sont dits parfaitement élastiques, et dans ce ras la 

i «4 
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seconde équation du mouvement est 

V (' = II II' . 

Lorsque les corps n’ont qu’une élasticité imparfaite , 
comme cela a lieu généralement dans tous les corps de la 
nature, la question devient beaucoup plus difficile, et 
l’état actuel de nos connaissances sur les réactions mo- 
léculaires ne nous permet pas de la résoudre complè- 
tement. Cependant on admet que la quantité de mou- 
vement rendue à l’un quelconque des corps, dans la 
seconde période du clioc, est égale au produit d’une quan- 
tité e, comprise entre zéro et l’unité et constante pour un 
même corps, parla quantité de mouvement qui serait 
restituée, si le corps était parfaitement élastique. Alors 
on a l’équation 

( B ) »' — i' — e ( n — n' !. 

Cette formule donnée d'abord par Newton (') concorde 
assez bien avec les résultats de l’observation. En effet, 
d’après une série d’expériences faites par Hodgkinson (’), 
la quantité e ne diminue que lentement à mesure que la 
vitesse relative des deux corps avant le choc augmente, 
et même celle quantité est sensiblement constante lorsque 
la vitesse relative est considérable. 

Nous adopterons donc cette formule (B), cl nous re- 
marquerons qu il suffit d’y poser e = t pour avoir l’équa- 
tion rigoureuse qui convient aux corps parfaitement élas- 
tiques; tandis que, si l’on y fait e = o, on a l’égalité 
v' = y qui convient aux corps privés d’élasticité. Le nom- 
bre e sera pour nous la mesure de l’élasticité. Il est d’ail- 


(') Ptincipia, Axiomala , lox 111, schoi. 

(*) Reports of the Rntish Association for thr Arhancentent of Science. 

vol. III f 1» 
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leurs aisé de le déleriniuer expérimentalement pour un 
corps donné; ear, si nous supposons que u' soit nul et 
que la masse m puisse être négligée vis-à-vis de la masse 
ni',, les équations (A) et (B) nous donnent 

»’ — v zr- eu , 

<•' —z II' — <) ; 

d’où 

( C) ~ — eu. 

C est-à-dircque le plus petit des deux corps acquerra, par 
1 effet du choc , une vitesse rétrograde dont le rapport ave 
la vitesse primitive est égal an nombre e. C’est le cas fa- 
cile à réaliser d’un corps qui vient choquer un autre 
corps invariablement fixé sur la terre. 

Le plus ancien ouvrage que nous connaissions sur le 
choc des corps est dû à J. Marc Marci de Crownland (>) , 
médecin hongrois, qui publia à Prague, Lan i 63p’, un 
Irai té De proportions molûs seu regu/n sphymica . 
dans lequel il étudie le ( hoc des corps dépourvus d’élas- 
ticité ou parfaitement élastiques. Les lois qu’il a données 
pour ces derniers corps sont précisément celles que l’on 
adopte aujourd hui. Cet ouvrage remarquable est cepen- 
dant tombé dans un oubli général; il parait même qu’il 
ne parvint pas à la connaissance de Wallis, de Wrcn et 
de Huyghens qui, trente années plus lard, donnèrent à 
peu près les mêmes lois que Marci. Wallis (*) s’occupa 
des corps dépourvus d’élasticité, Wren ( 3 ) et Huyghens ( s ) 
étudièrent les corps parfaitement élastiques. 

Ou peut consulter, sur le sujet qui nous occupe, les 


' ) MoxttcLA, Histoire des Mathématiques, I. II. p. /Jofi 
(’) Philo,. T, an,., 1G68, p. 86, f. 

(’) Philos. Trans., 1668. p. 867. 

Ç) Philos. T, an,., ififi.), p. _ Journal J., Savants, mars, ,<W,, 
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écrits de Wallis ('), de Keill (*), de Mariotte ( 5 ) et de 
Smeaton (‘). 

1 . Trois sphères ni, m, ni" parfaitement élastiques sont 
en ligne droite ; le corps m est lancé sur le corps ni avec 
une vitesse donnée. Trouver la masse que doit avoir ce 
second corps , pour que la vitesse qu’il communiquera 
au corps m" soit la plus grande possible. 

Soient 

ni , m m" les masses des trois corps; 

« la vitesse imprimée au corps m ; 
v la vitesse de ce corps après le choc dans le sens de la 
vitesse a; 

a' la vitesse qu’il communique au corps ni' ; 

a" la vitesse que ce corps m' communique au corps m". 

I*es formules (A) et (R) nous donnent 

ni (a — i>) = nia', 
a’ — v = a , 

et si l’on élimine v , 

, 2 ma 

m -+- ni 

De même, 

„ 2 m' a' 

ni -H m" 

Par conséquent , 

„ q ni ni a 

( m -h m' ) (ni - 1 - m" ) 


{•) Mechanica. |>»r* lerlia, ■ 67 1 . 
f 1 ) tntroduclio ad veram phy sicant , l**rt. ta, i 3 , ! . 
( # ) Traite de percussion. 

; *) Philos. Traits., avril, 1787. 


f 
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La question est ramenée à déterminer le minimum de 
la quantité 

(;?-»- ' ) 

Dillérenlions cette expression par rapport à m'\ il vient 

m , , ... m 

r (ni + m ) H -, +i = o, 

m ■ ' m 

m ' 1 — min" = o, m' = \ ! mm“ . 

HuvchexS, Phi/. Tra/is., 1669, p. 928. 

2 . Une sphère parfaitement é/astùjue est lancée contre 
an plan fixe et bien uni, avec une vitesse donnée en 
grandeur et en direction. Déterminer la grandeur et la 
direction de la vitesse après le choc. 

Soient u et e les vitesses d'incidence et de réflexion; 
a et p les angles que. les directions de ces vitesses font 
avec la normale. Ces vitesses ont pour composantes pa- 
rallèles au plan «sina, vsin/ 3 , et pour composantes nor- 
males «cosx, Mcosfî. 

Puisque le plan est parfaitement uni, le choc u altèce 
pas la composante de la vitesse d’incidence qui est paral- 
lèle au plan ; ou a donc 

l’sin ^ « sin ». 

La composante normale se comportera comme si le 
choc était normal; en sorte qu’on aura, d'après l’équa- 
tion (C) , 

ccosfî =. Il COS u. 

On tire de ces deux équations, 

P = «, v—u-, 

c’est-à-dire que la vitesse n’est point altérée par le choc, 
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et que l’angle de réflexion est égal à l'angle d'inci- 
dence. 

Wallis, Mechan., part III, de Elatrrc , etc., prop. 2 . 

3. Deux sphères parjaitement élastiques, animées du 
vitesses connues en grandeur et en direction , viennent à 
se heurter. Déterminer les vitesses de ces sphères après 
le choc et leurs directions. 

Soient ni, ni' les masses des deux sphères , O, O' leurs 
centres à l’instant du choc, a, a' leurs vitesses avant le 
choc, AO, A' O' les directions de ces vitesses, », a' les 
angles que ces directions font avec la direction 00'. 

Décomposons chacune des vitesses a , a' d’abord sui- 
vant la ligne des centres 00', puis suivant une perpen- 
diculaire à cette ligne située dans le plan AOO' pour 
la vitesse n, et dans le plan A' O' O pour la vitesse fl'. 
Les composantes de la première vitesse seront «cos«, 
usina, et celles «le la seconde vitesse seront a'cosa', 
a' sinx'. 

Les composantes perpendiculaires à la ligne des centres 
ne seront point altérées par l’enet du choc; d’où il suit 
que le corps m continuera à se mouvoir dans le plan 
AOO', et le corps m' dans le plan A' O' O. 

Les composantes parallèles à la ligne des centres seront 
modifiées de la même manière «jue si les deux sphères se 
mouvaient avant le choc suivant la ligue 00', avec des 
\ ilesscs égales à ces mêmes composantes a cos a , «'cos»'. 
Dès lors, si nous représentons par v et les composantes 
suivant 00' des vitesses des deux sphère-, après le choc, 
nous aurons, d’après les équations (A) et (B), 

m [a cos 3 — <’) = /«'(«>' — a' cos »' ) , 

«•' — v — «icosct — f/'rosa'; 
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m — ni 2 m' , , 

v «n a co» a H ; a rus a , 

m -f~ ni m -t- /// 

ni — ni i m 

%• zzz — a cos x -h —7 n eus a. 

m -t- m m -f- m 

Noinuious V el V' les vitesses des deux sphères aprè* 
leur choc el 4>, d>' les angles «pie les directions de ces vi- 
tesses font avi'c la direction OO'. Nous aurons, 

\‘ = v 1 -f- «’sin : a, V' 1 = v' 1 -t- té sin'a , 

<1 sina , fl'sina' 

tang , l> a= s tang4> — 7 — 

K* ill , Introductio ad vetam physicarn , lecl. i4- 

4. Deux sphères imparfaitement élastiques se meu- 
vent avec des vitesses données sur une même ligne 
droite et dans la même direction, lorsque l'une d'elles 
vient à heurter contre l'autre. Déterminer les vitesses 
de ces deux corps après le choc. 

Soient m, m' les masses des deux corps, a, a leurs 
vitesses avant le choc, v , v' leurs vitesses après le choc et 
e leur élasticité commune. 

D’après les formules (À) et (H), on a 

//;(« — *') = né [d — a ') , 
r' — «> = c(« — a') ; 

d’ou 

ma -t- né a? né e (a — fl' J 

/n -+- né m -+- né 

ma -y né a' me {a — té' 

m -t- né m 

Maclaumn, Choc des corps, p. 3o. Prix «le l’Acad., t. 1. 


5. Trouver la somme des forces vives qui animent 
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après le choc les deux sphères considérées dans le pro- 
blème précèdent . 

On trouve 


nui -f- niv'' 1 — ma 1 ni' a'- — 


mm' ( i — <?')(« — a’ ) 2 
m ■+■ m' 


Cette formule montre que , par F effet du choc, la somme 
des forces vives diminue d'autant plus que l ’ élasticité est 
moins considérable. 

6. Avec quelle vitesse une bille doit-elle choquer une 
bille égale, déjà animée d’une vitesse connue , pour que 
le premier corps reste immobile après le choc? 

Les deux billes ont la même élasticité. 

Soient a la vitesse de la seconde bille et a l’élasticité de» 
deux corps. 

I.a vitesse imprimée à la première bille doit être 

I t 

U. 

7. Déterminer les xdtesses a et b que doivent avoir 
deux sphères A et H, qui se meuvent suivant une même 
direction, pour qu après le choc, le premier corps A 
reste en repos, et le second B continue à se mouvoir avec 
une vitesse connue fi. 

L' élasticité commune des deux corps, e, et leurs masses 
m , ni sont données. 

On trouve 

■ -+■ e ni 8 
a = — . i 

r m In 

b — P 

e(m -+- ni) 

Maoi.aurin , Choc des corps, p. 52 . Prix de l’Acad. , t. I. 

8. Une sphère A est lancée contre une sphère Yen repos j 


i 


Digitizèd by Google 


ai t 


DYNAMIQUE. 

on l'eut qu après le choc, lu première sphère A reste eu 
repos , et la seconde B se mette en mouvement avec une 
vitesse égale à la n‘ ,me partie de la vitesse primitive du 
premier corps. Déterminer l’élasticité e des deux sphères 

et le rapport — de la masse du second corps à celle du 

premier. 

On trouve 

i in ' _ 
n m 

9. Deux sphères parfaitement élastiques, qui se meu- 
vent suivant une même droite avec des vitesses égales et 
contraires, viennent à se heurter. Quel doit être le rap- 
port de leurs masses, pour que l’une d'elles reste en 
repos après le choc? 

Soient m‘ la masse de la sphère qui doit rester en repos 
après le choc et m celle de l’autre sphère. 

On trouve le rapport 



m 


il). Des billes en nombre quelconque et de même 
élasticité sont disposées en ligne droite ; on imprime à 
la première bille une vitesse connue, dans la direction 
des autres corps. Trouver la vitesse que la dernière bille 
recevra . 


Soient n le nombre des billes, m, , m ,, . . ., m„ leurs 
masses, c leur élasticité commune, a la vitesse imprimée 
à la première bille et v la vitesse cherchée que recevra la 
dernière bille. 

On trouve 


• = (i -f- e)" - ’ 


«j 

ni, •+• m j 


»'«- 1 

///„_, H- /«„ 


.Maclaurin, Choc îles corps, p. 54- Prix de l’Aead., t. I. 
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11. Un nombre quelconque de billes égales, juxta- 
posées en ligne droite sur une table bien unie, sont liées 
entre elles pardesjils inextensibles et d'égale longueur ; 
on écarte brusquement la première bille en lui impri- 
mant une vitesse connue suivant la droite des centres, 
et l’on demande le temps qui doit s'écouler avant que la 
dernière bille soit mise en mouvement. 

Soient n le nombre des billes, a la longueur de cha- 
cun des fils de jonction et |3 la vitesse imprimée à la pre- 
mière bille. 

I.e temps cherché est 

n [n — i) a. 

2 fï 

W. W. 


12. Un nombre quelconque de sphères sont rangées en 
ligne droite entre deux autres sphères de masses connues 
ni, tri ; on imprime à/a première une vitesse donnée a, vers 
la sphère voisine. Trouver quelles doivent être les masses 
des sphères intermédiaires, pour que la vitesse a ’ com- 
muniquée au dernier corps soit un maximum, et déter- 
miner la limite vers laquelle converge, cette vitesse 
maximum, lorsque le nombre des sphères intermédiaires 
croit indéfiniment. 

Tous les corps considérés ici sont parfaitement élas- 
tiques. 

On trouve que la masse de chacune des sphères inter- 
médiaires doit être une moyenne géométrique entre celles 
des deux sphères adjacentes; et si l’on nomme n le nombre 
des sph ères intermédiaires, on obtient entre les vitesses 
la relation 
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Lorsque le nombre des sphères croît indéfiniment 

rapport tend vers la limite — = \ En effet, 

a V ut 


, ee 



en sorte que, si l’on se borne aux deux premiers termes 
de ce développement, il vient 



On montrera sans peine que les termes négligés s'éva- 
nouissent à la limite. 

13. Une sphère dèpounne de toute élasticité vient 
heurter contre une autre sphère en repos et pareillement 
privée d’ élasticité ; on connaît la vitesse de la première 
sphère à l’instant du choc et l’angle que sa direction 
fait avec la ligne des centres. Déterminer la vitesse du 
premier corps après le choc. 

Soient * l’angle donné, a la vitesse de la première 
sphère avant le choc, v sa vitesse après le choc, m sa 
masse et m' celle de l’autre sphère. 

On trouve 

r . «i 1 T’ 

v — a \ sin 7 a -+- — rr. cos 7 « 

J (/» -t- ni y J 

1 1. Deux sphères A, H, déniasses égales et animées 
d une meme vitesse a , viennent à se heurter de telle sorte 


A 


Digitized by Google 


‘*120 


MftdNIQlE RATIORJiELLK. 

qu’à l’instant <lu choc la ligne des centres coïncide 
avec la direction que suivait la sphère B; on connaît 
l’angle a de leurs directions primitives et leur élasticité 
commune e. Trouver les vitesses des deux sphères après 
te choc, et déterminer la valeur de l’angle a qui rend 
maximum la vitesse de la sphère A. 

Soient u et v les vitesses tics deux sphères A et B après 
le clioc. 

On trouve 


u‘ — j a ’[ i -4- e -t- (i — e) cos a J 1 -+- «■ sin’a, 


e’ = -r«’[l — c (i + r) cos*] 1 


La vitesse u est la plus grande possible lorstpie 

i — e 

cos a = = 

i — e 


15. Trois sphères parjailement élastiques A, B, C 
sont placées aux trois sommets d’un triangle connu. 
Trouver le rapport qui doit exister entre les masses des 
trois corps pour que la sphère A , lancée obliquement 
sur la sphère B, soit réfléchie sur la sphère C, et revienne 
à sa position primitive. 

On suppose qu’à l’instant où deux sphères se choquent 
la ligne de leurs centres est perpendiculaire au côte op- 
posé du triangle, et que les diamètres des sphères sont 
très-petits par rapport aux côtés du triangle. 

Soient a , (3, y les angles du triangle qui correspondent 
aux sphères A, B, C, et /», m', ni" les masses de ces 
sphères. 

Les relations cherchées sont les suivantes ; 

ni sin p m sin y 

>n' sin (a — y) m' sin (fl — a) 
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1*>. Une sphère en mouvement A vient heurter une 
sphère en repos B. Déterminer l’ongle 0 que la direction 
de la sphère A avant le choc doit Jaire avec la ligne des 
centres AB, pour que la déviation tf que cette sphère 
éprouve dans le choc , soit la plus grande possible. On 
connaît l’clasticité commune aux deux corps, ainsi que 
le rapport n de la masse de la sphère A à celle de la 
sphère B, et l'on ne compte l'angle <p que jusqu'à 
90 degrés. 

L'angle cherché 0 est fourni par l’équation 

lan e e = \/^f 

et la valeur correspondante de la déviation est donnée par 
la formule 

I 4* f 

rang ? = ; • 

»(» + .)’> -c)' 
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CHAPITRE II. 

MOUVEMENT RECTILIGNE D’UN l’OINT MATÉRIEL. 


Considérons un point matériel qui se meut suivant 
une ligne droite, et soieni 
v la vitesse de ce mobile; 

,r sa distance à une origine fixe prise sur la droite qu’il 
parcourt ; 

y la force accélératrice qui le sollicite et qui sera posi- 
tive si elle tend à accroître la distance a - ; 

t l’époque considérée, comptée à partir d’un instant 
déterminé. 

Toutes les circonstances du mouvement sont renfer- 
mées dans les deux équations 

dx de 

dt = dt ~ f ’ 


que l’on peut écrire encore 


d'x 

Ht' 


=/, 


de 

V 

(Le 


=/■ 


Ces équations ont été données pour la première fois 
par Varignon, en l'année 1700, dans les Mémoires de 
l' Académie des Sciences de Paris (p. 22); mais il faut 
observer, qu’à cette époque, Newton (') avait déjà publié 
depuis longtemps ses recherches géométriques sur le 
mouvement, rectiligne produit par des forces variables. 


.(') Vrinctpia, lib. I, sei-l. vu, cl lib 11. sect. i. 
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La formule vüv = fdx nous mon Ire que la dérivée du 

(f v -> _ 

carré de la vitesse — est proportionnelle à la force accé- 


lératrice. Néanmoins, Daniel Bernoulli (') pensait que 
l’on ne devait pas regarder cette loi comme seule pos- 
sible, et que la force accélératrice pourrait bien être pro- 
portionnelle à la dérivée d’une autre puissance de la 
vitesse. Euler (’) rejeta l’opinion de Bernoulli , et s’ef- 
força de prouver que la loi du carré de la vitesse est né- 
cessaire; enlin d’Alcmbert (’) lit voir que la vérité de 
celte loi dépend uniquement du sens que I on aliache au 
mol Jurer accélératrice. 

Résoudre un problème quelconque du mouvement rec- 
tiligne revient à déterminer les relations qui existent 
entre les quantités x , e , J\ t . dont une seule est arbi- 
traire. Or, comme les équations générales du mouvement 
rectiligne ne lions donnent que deux relations, il faut 
que dans l’énoncé du problème soit comprise une autre 
relation de la forme 


œ (x , r, J\ t) — o; 

alors seulement nous aurons trois équations entre nos 
quatre variables. 

La fonction <sp pourra renfermer deux, trois ou quatre 
variables. Ces trois cas constituent trois genres de problè- 
mes; d'après la théorie des combinaisons, le premier 
genre admet six espèces, le deuxième quatre et le troisième 
une seule espèce. Parmi ces onze espèces de problèmes, 
les plus intéressantes, au point de vue physique, sont 
celle où la fonction cp contient les deux variables x et J\ 


(') C.ommenlaria. Pcirop., 1727, p. « 36 . 
(*) Mcchaniea, t. I, p. 62 et suiv. 

(•) Traite de- Dynamique . 
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et celle où cette fonction contient les trois variables .r, 
/'et v. A la première répondra notre première section, 
où nous considérerons le mouvement dans le vide; à la 
seconde répondra notre seconde section , où nous consi- 
dérerons le mouvement dans un milieu résistant. 


SECTION l. 

MOUVEMENT DANS LE VIDE. 

1 . Une molécule est. placée en un point duquel émané 
une force répulsive et proportionnelle à la n‘' mr puis- 
sance de la distance. Déterminer la vitesse dont le mo- 
bile est animé lorsqu’il a parcouru un espace donné et 
le temps qu'il a mis à parcourir cet espace. 

Soient p. la force répulsive à l’unité de distance et x la 
distance du mobile au centre des forces. 

O11 a 

Hv 

v — = u.jf. 
ar 

Si l’on intègre en observant que v est nul lorsque .r = o, 
il vient 

.•= -2JL 

n -t- i 


Cette équation fait connaître la vitesse du mobile lors- 
qu il a parcouru l’espace x. 

On a d'ailleurs 


dx 

lïi 





n-+- 1 
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et si l’on prend l'instant du départ pour origine du temps, 


t = — — t/ — 

l — H y 2 


l -+- n 


'V- 

Ellf.b, Mcchanica, t. I, p. i?,3. 

Ü. Un point matériel est attiré vers un centre fixe 
par une force inversement proportionnelle à la n ,imr 
puissance de la distance. Trouver quel doit être le 
nombre n pour que la vitesse que le mobile acquiert en 
venant vers le centre d'une distance infinie à la dis- 
tance a, soit égale à celle qu’il aurait acquise en venant 

de la distance a à la distance a. 

4 

Soient v, la vitesse acquise dans le premier mouve- 
ment, v, la vitesse acquise dans le second mouvement , 
x la distance du mobile au centre d’attraction et p l’at- 
traction exercée à l’unité de distance. 

On a 

dv p 


dx 


•d’où 


, r» , 2 f i 

= — 2 i il — dx = . ■ - » 

^ J* ^ ( n — 

I 

r!=- a - f r ldx = -^-(^~ J-V 

‘ xf n — l \n" _l a"~‘/ 

Puisque les vitesses v t et v, doivent être égales, 

i = 4—‘ — i, 


3 

n — • 
2 


W. W. 


Un point matériel placé sur l’une des diagonales 
I. i5 
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d’un carré, près du centre de cette figure, est attiré vers 
les quatre sommets par des forces égales et fonctions 
de la distance. Déterminer la durée des petites oscilla- 
tions que le point exécute autour de sa position d’é- 
quilibre. 

Soient 7. a la longueur d'une diagonale, x la distance 
du mobile au centre du carré, r sa distance à chacune 
des extrémités de la diagonale sur laquelle il ne se meut 
point, et <f (r) l'attraction de chacun des sommets à la 
distance r. 

O11 a 


fl 7 X 

~dO 


2 ?( r ) — b ? (« — x ) — ? (a •+•*). 


Développons le second membre par la formule de Tay- 
lor suivant les puissances ascendantes dex. Comme cette 
distance x est fort petite, nous pouvons négliger scs 
puissances supérieures à la première. Alors l'équation se 
réduit à. celle-ci, 


ti' x 

~dô 






. ?( a ) 
ou, posant 2 1 



d 1 x 

~dF 


= — Rx. 


Multiplions les deux membres par a et intégrons; il 


vient 



Kx’+ const., 
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«*t si nous nommons fi la valeur initiale de x , 


I d.T 

V K V ? 1 — x»* 
I X 

t — — i arc cos - » 

P 

x = fi co» (f v^K ). 


On voit, par celle dernière formule, que la distance x 
oscille entre les valeurs /3 et — Çl , et que la durée d'une 
oscillation est 



JL T 

v/ ; ; I « 




?' 



W. W. 


4. Deux points matériels A et B s’attirent propor- 
tionnellement à leur tlistance ; ils sont d'abord main- 
tenus immobiles dans une position donnée, puis on les 
abandonne h leur attraction. Déterminer leurs positions 
et celle de leur centre de gravité, à un instant donné. 

L’attraction de A sur B à l’unité de distance est égale 
à ft' et celle de B sur A est égale à p. 

Soient x et x 1 les distances des mobiles A et B à un 
point fixe O pris sur le prolongement de la droite BA. 

Les équations du mouvement sont ici 



•*)» 


d'x’ 

dr 


(x’ - x). 


Multiplions ces équations respectivement par u' et par p., 

i5. 
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puis ajoutons les résultats; il vient 


, d‘‘ x d * x' _ 

~dr +v -~dô~ 


Si l’on prend l’origine du temps à l’instant où le mou- 
vement commence, l’intégrale est, sans constante, 


dx dx' 

11 Tt + *~di ~°* 


et si l’on désigne par a , a' les valeurs initiales de X , x', 
on obtient, par une seconde intégration, 

(i) p x -t- ftx' = fi' a +- [irt. 


Retranchons l’une de l’autre nos deux premières équa- 
tions, et posons 


il vient 


x' — x — z; 


— + ( f*' -f- p) * = o. 

Intégrons en observant que z et ^ sont nuis, lorsque 
z = al — a ; nous obtenons 

- _l dz 

vV + f* >/W — «)*— s 1 

1 z 

t = ■■ arc cos , 

vV -t- p a ~ a 

ou 

(a) x' — x — (a' — n) cos (r \/ji' p). 
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Les équations (i) cl (a) nous donnent 


f l' a -y- fia' 

(*' + /* 

ÙLtlîÜ + 

fi 1 -h fi 


(*(«'• 


(*' -f- p 


cos (r \ fi' -H fl), 


cos(ry'ft'-t- (i). 


Soient m , wi' les masses des deux mobiles A, B, et x 
la distance de leur centre de gravité au point O. 

Nous avons 


( m -+- ni 1 ) x — mx -t- m' x' : 


(fi' a -f- fia') 


fi ni — fini . . . , — \ 

-) -j — (a — fl) cos (t \ f fl -t- fi)- 


Dans le cas où les attractions u et f sont proportion- 
nelles aux masses m ' et m, cette équation devient simple- 
ment 

~ _ fj'fl + fj 
• c — t , 1 

u -t- fi 

d’où l’on voit que le centre de gravité du système reste 
alors immobile pendant toute la durée du mouvement. 

5. Un point matériel, soustrait à l’action de la pe- 
santeur, est placé, à V extrémité de V axe d’un tube cy - 
lindrique qui se prolonge indéfiniment les parois de ce 
tube sont très-minces, et la matière qui les compose est 
douée d'une force attractive inversement proportion- 
nelle au carré de la distance. Déterminer la vitesse ac- 
quise par le point matériel lorsqu’il a parcouru un espace 
donné sur l’axe du tube. 

Soient r le rayon du tube, e l’épaisseur des parois, 
0 leur densité, x la distance du mobile à l’extrémité de 
l’axe et p l’attraction de l’unité de masse à 1 unité de dis- 
tance. 
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Le volume de la petite portion des parois qui est 
comprise entre deux plans perpendiculaires à l'axe et 
dont les distances au mobile sont s et s -+- ds, a pour ex- 
pression 

ntnds\ 


l’attraction que cette portion du tube exerce sur le mo- 
bile suivant l’axe est 


2 rrfip r i ds 


J» 4- r 7 



Par conséquent, 


d 7 x 


r= 2itpprt 


sds 


f . 

J ~ x (s 7 +r'C 

r_ - j-r 

L v ^ 3 + r! J— -> 


2 iz/ip r j 
^x 7 + r 7 


Multipliant par i — et intégrant. 

v 7 = 4 irppri log (x 4- ^x 7 +■ r‘) 4- const. 


On détermine la constante par la condition que v soit nul 
en même temps que x, et il vient 

, , x 4- <Jx 7 -f- r 7 

V 7 — 4 W J*P Ci log 

w. w. 

6. Une bille pesante est lancée d’une hauteur de 
20 mètres contre un plan horizontal ; elle rebondit de 
io mètres, retombe de nouveau et rebondit de 4 mètres. 
Trouver l 'élasticité de la bille et la vitesse avec laquelle 
elle a été lancée. 

Soient a la vitesse imprimée au mobile, r la vitesse 
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qu’il possède à la tin de sa première chute et e son élas- 
ticité. 

Nous avons 

v’ = a 1 -j- 4 °o ■ 

Au commencement du premier bond, la vitesse du mobile 
sera ev, et puisque celte vitesse lie devient nulle qu’après 
une ascension de 10 mètres, 

e’ v ’ — 20 g. 

Au commencement du deuxième bond, la vitesse sera e’ e. 
et puisqu’elle n’est détruite que par une ascension de 
4 mètres , 

e'v' = 8 g. 

Ces trois équations nous donnent 
e = y/-i a = ou à peu près y M , go par seconde. 

7 . Un point matériel se meut en ligne droite sous 
l’action d’une force attractive dirigée vers un centre 
fixe et proportionnelle à la puissance de la dis- 
tance ; on connaît la vitesse fi que le mobile acquiert en 
arrivant à la distance a du centre. Trouver à quelle dis- 
tance du centre le mouvement a commencé. 

Soient p l’attraction à l’unité de distance et z la dis- 
tance cherchée. 

On trouve 

n 4 - i « 

= u* 4 " 1 -f- 8 3 . 

2fl 

Ee lis, Médian. y t. I, p. 109. 

8. Un point matériel tombe sur un centre fixe qui 
l’attire en raison inverse du cube de la distance ; ou 
connaît la distance initiale n, et Ton demande la durée 
de la chute T. 
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Si l’on représente par p l'attraction ;i 1 unité de dis- 
tance, on trouve 



9. Un point matériel arrive d’une distance infinie 
vers un centre fixe qui l’attire en raison inverse du carré 
de la distance. Déterminer la vitesse que possède le mo- 
bile à une distance donnée du centre. 

Soient a la distance donnée, v la vitesse cherchée et p 
l'attraction à l'unité de distance. 

On trouve 



10. Un point matériel est placé en un lieu connu sur 
la droite qui joint les centres de deux forces attractives , 
égales et- proportionnelles à la distance. Déterminer la 
position du mobile à une époque donnée, ainsi que la 
durée des oscillations qu’il exécute autour de sa posi- 
tion d’équilibre. 

Soient a la distance initiale du mobile au poiul milieu 
de la ligne des centres, x la distance du mobile au même 
point à l'époque donnée /, et p 1 attraction de chacun 
des centres à l’unité de distance. 

On trouve 

x — a cos {t ), 
et la durée d'une oscillation est 

« 

1 1 . Un point matériel est placé en un heu connu sut 
la droite qui joint les centres de deux forces attractives 
inversement proportionnelles au carré de la distance; 
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on lance ce corps vers l'un des deux centres, il arrive 
au point où les attractions sont égales et y reste en re- 
pos. Déterminer la vitesse avec laquelle il a été lancé. 

Soient u cl u' les attractions des deux centres à l'unité 
de distance, la et an' les distances initiales du mobile à 
ces deux centres, et V la vitesse a\cc laquelle le mobile 
est lancé vers le second centre. 

On trouve 



\a -)~ «' 


W. AV. 


12. V n point matériel qui se meut suivant une ligne 
droite est attiré par une. force proportionnelle à la dis- 
tance, vers tin centre d'action qui se meut suivant la 
meme droite avec une vitesse constante ; on connaît les 
positions initiales du centre d'action et du point maté- 
riel, ainsi que la vitesse constante du premier (2 et la 
vitesse initiale du second Ô'. Trouver la position du 
point matériel à une époque donnée. 

Soient a et a ' les distances initiales du centre d'action 
et du point matériel à une origine fixe prise sur le pro- 
longement de la droite qui va du premier point au second, 
.r la distance du point matériel à cette origine à l'époque t 
et p 1 attraction à l'unité de distance. 

On trouve 

x =: a + {if -f- - — sin (/ -4- (a 1 — «) cos (t ^p). 

Vf* 

Riccati, Jinnon. Institut., t. VI, p. i38; i j83. 

13. Les données restent les mêmes que dans la pro- 
blème précèdent, à l’exception de la force qui est ré- 
pulsive. Trouver la position du point matériel à une 
époque donnée. 


i 


I 

i 
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2 :î4 

On trouve 


< Vy 

x = rt -t- p/ — [v/(x(n — «') 4- (ft— p')] — p 

2 Vf* 

- [Vf* (a - "') — (P — P')] e -—f=-- 

a y t* 

Riccati , Bonan. Inst., t. VI, p i5i. 


\i. On suppose que dans le problème 12 la vitesse 
du centre d'action soit uniformément accélérée, au lieu 
d'être constante. Trouver la position du point matériel 
à une époque donnée. 

Si l'on nomme (3 la vitesse initiale du centre d’acliou 
et y l’accroissement de cette vitesse pendant l’unité de 
temps, on trouve 


x — a f- P H- -ft'+ ^ ^ sin (/ Vf*) 

f* * Vf* 

4- — a 4- - ^ cos (t \Zf*)- 

Riccati, Ib., p. ttàd. 

15. Les données restent les mêmes que dans le pro- 
blème précèdent, à l’exception de la force qui est ré- 
pulsive. Déterminer ht position du point matériel à une 
époque donnée. 

On trouve 

Riccati, lit., p. 182 . 
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16. Un point matériel est abandonné en un lieu 
connu à l attraction d une plaque mince et indéfinie en 
tous sens, dont chaque point l'attire en raison inverse du 
carré de la distance. Déterminer le temps nécessaire au 
mobile pour arriver sur la plaque. 

Soient e l’épaisseur de la plaque, p sa densité, a la dis- 
tance initiale du mobile à la plaque, et ft l’attraction de 
l’unité de masse de la plaque à 1 unité de distance. 

I.c temps cherché psi 



17. Un point matériel est. placé dans le plan d’un 
anneau mince et tout près du centre; la densité de l'an- 
neau et sa section normale sont partout les mêmes , 
la matière dont d se compose est. douce d'un pouvoir 
répulsif inversement proportionnel au carié de la dis- 
tance. Déterminer la position du point matériel à une 
époque donnée, et trouver la durée des petites oscilla- 
tions qu’il exécute autour de sa position d'équilibre. 

Soient a le rayon de l’anneau, k l’aire de sa section 
normale, p sa densité, / la distance initiale du point ma- 
tériel au centre, x la distance des deux mêmes points à 
l’époque t, et p la répulsion de l’unité de masse de l’an- 
neau h l’unité de distance. 

On trouve 

T — / COS ( — y TT kp[l \ , 

et la durée d'une oscillation est 
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18. I il f>oinl materiel est abandonné à l'attraction 
d'un disque mince et homogène, dont toutes les molé- 
cules sont douées d’un pouvoir attractif inversement 
proportionnel au carré de la distance ; la position ini- 
tiale du point matériel est connue, et se trouve sur la per- 
pendiculaire au plan du disque qui passe par le centre 
de ce corps. Déterminer la vitesse acquise par le mobile 
lorsqu’il arrive à la surface du disque. 

Soient p la densité du disque, e son épaisseur, a son 
rayon, b sa distance initiale an point matériel et p l'at- 
traction de l’unité de masse du disque à l’unité de dis- 
tance. 

La vitesse cherchée \ est donnée par la formule 
V 1 = 4 W [a + b — ^a 1 -t - b‘). 

Vf. Vf. 

19. Une bille dont on connaît l'élasticité tombe d'une 
hauteur donnée sur un plan horizontal . Trouver tout 
l’espace que la bille doit parcourir avant d'arriver au 
repos. 

Soient e l’élasticité de la bille et a sa hauteur initiale 
au-dessus du plan. 

J _1_ (p 

L’espace cherché est égal à — a. 

20. Deux billes parfaitement élastiques sont placées 
à des hauteurs différentes sur une meme verticale; an 
meme instant on les abandonne à leurs poids, elles 
tombent sur un plan incliné de 45 degrés à l’horizon, 
et continuent aussitôt, leur route sur un plan horizontal 
parfaitement poli qui fait suite au plan incliné. Dé- 
terminer la distance que les deux billes doivent parcou- 
rir sur le plan horizontal avant de se rencontrer. 

Si l’on nomme a et a’ les distances initiales des deux 
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billes au-dessus du plan horizontal, la distance cherchée 
sera 

2 \jaa' . 

21 . Deux points pesants sont situes à des hauteurs 
différentes sur la même verticale; au même instant on 
abandonne le point supérieur à son poids et on lance le 
point inférieur de bas en haut avec une vitesse don- 
née (S. Déterminer l'époque et le lieu de la rencontre des 
deux points. 

Soient a la distance initiale des deux mobiles, x la dis- 
tance de leur point de rencontre à la position initiale du 
mobile supérieur et t l’époque de la rencontre, comptée à 
partir de l'instant où le mouvement commence. 

On trouve 

en 1 a 

t= f 

Kurdwanowski, Mil», rie f Acad, des Sciences de Berlin, 

1755 , p. 3ç)4- 

SECTION II. 

MOUVEMENT DANS liN MILIEU RÉSISTANT. 

Lorsqu’un point matériel traverse un milieu résistant, 
la force retardatrice est une fonction de la vitesse du mo- 
bile et de la densité du milieu. La nature de cette foucüon 
ne peut être déterminée que par l’expérience. Dans les 
recherches mathématiques, pour simplifier les calculs et 
à titre d’approximation probable, on prend une fonction 
de la forme kpü. où p représente la densité du milieu, 
fi une certaine fonction de la vitesse du point, et k un 
coefficient constant qui dépend, pour iliaque milieu, de 
l’adhérence et du frottement des molécules. 

Newton et Wallis nous ont donné les premiers travaux 
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mathématiques sur le mouvemeni des corps dans les mi- 
lieux résistants. Les profondes recherches de Newton 
furent publiées en l'annce 1687 dans le second livre des 
Principes. La même année, AVallis, qui, de son côté, 
était arrivé à des résultats précieux sur cette matière, 
communiqua ses réflexions à la Société royale de Londres, 
et les fit insérer dans les Transactions philosophiques . 
Deux ans plus tard, parut dans les slcta eruditorum un 
Mémoire de Leibnitz, où cet illustre géomètre développe 
ses opinions sur la résistance des milieux, et déclare les 
avoir présentées à b Académie royale des Sciences l’année 
même des découvertes de Newton. Huyghens aussi s’est 
occupé de cette question à la fin de son Discours sur la 
cause de la pesanteur (1690). Tous ces travaux et d’au- 
tres encore ont été soumis à l’analyse et discutés avec soin 
par Varignon, dans une série de Mémoires qui font partie 
des Mémoires de l 'Académie des Sciences de Paris pour 
les années 1707, 1708, 1709 et 1710. O11 trouve encore 
dans le même recueil pour l’année 1731 un beau travail 
de lîouguer sur le mouvement d’un ]K>int matériel dans 
un milieu qui est lui-même en mouvement. 

1 . Un corps est attiré en raison inverse du cube de la 
distance, vers un centre fixe entouré lui-méme d’une at- 
mosphère dont la densité est inversement proportion- 
nelle au cube de la distance à ce centre, et dont la résis- 
tance varie comme le carré de ta vitesse. Déterminer la 
vitesse du corps à une distance tpielconque du centre. 

Soient a la distance du mobile au centre à l'instant où 
le mouvement commence, x cette distance à l’époque t , 

A la résistance du milieu pour l'unité de vitesse à l'unité 
de distance et « l’attraction à l'unité de distance. 

On a 

tlx f l k dx' 

<tt : x' .jr 1 dt- 
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OU 


dx d’x 
dt dO 


— 2 f* 


2 ii dx a k dx' 


x i dt x‘ dO 


d. I dx‘ \ d. / i \ ’ ilx x d. / 1 \ 

dt \d0 ) c// ' v x’j rf/’ rfr \x*/ 

Si l’on pose 


I 

x 1 


il vient 


dv x -f- kv'dz — p.dz, 
équation qui a pour intégrale 




On détermine la constante C par la condition que esoit 
nul lorsque x = a ; alors on trouve 




w. w. 


2. î/)«e bille pesante, parfaitement élastique, tombe 
d’une hauteur connue sur un plan horizontal , et re- 
bondit plusieurs fois de suite dans un milieu homogène , 
dont la résistance est proportionnelle au carré de la vi- 
tesse. Déterminer la hauteur à laquelle la bille s'élèvera 
après un nombre donne de réflexions. 

On prendra en considération le poids du milieu déplacé 
par la bille. 

Soient n, la hauteur initiale d’où tombe la bille, et gé- 
néralement a„ + , la hauteur à laquelle elle s’élève après 
n réflexions. Nommons R le volume de la bille, p la den- 
sité de ce corps, p' celle du milieu et k la résistance du 
milieu pour une vitesse égale à l’unité. 
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Le poids d'un corps dans un milieu pesant est égal au 
poids de ce corps dans le vide moins le poids du milieu 
déplacé; par conséquent, si nous considérons la bille 
dans sa descente, et que nous prenions le point le plus 
élo\ é d’où elle descend pour origine de la distance x , nous 
aurons 

_ ± _ B gp — nyp’ _ 

dx Bp 


OU 


, posant g —g 1 , 


Ollo 


ï' — ko 1 


= dx. 


Intégrons, en observant que v et x sont nuis à l’instant 
où la chute commence; il vient 


loc 


2 k' b g'— ko' 

Ainsi la vitesse du mobile à l'instant de son «''""'choc 
vérifie l'équation 


(■) 




2 fi 


|,ï j 1 ilt„ 


Considérons actuellement l'ascension qui suit ce 
choc, et désignons par x la hauteur du mobile au-dessus 
du plan. IWas avons 


do 

dx 


~ — g' — 


OU 


o do 




g’ ko' 

équation qui a pour intégrale 

r* iog(« + j, •”)=«— 
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Si 1 on considère en particulier l’instant où l'ascension 
commence, on aura 


(•> 




k 7 

-,e„* = e 

g 


Posons, pour abréger, 

7 ka 


„ "+t 

e — i = u. 


“lka 

f " — i = «„, 


Alors les équations (i) et (a) nous donnent 


on aura de même 


i i 

*- M„ 




I I 

«j Mi 


Ajoutant ces équations, il vient 


1 «| 


W »-M 


«r 

WW, -f- I 


«6 
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H si l’on remplace u, , i/, 1+) par leurs valeurs. 


•> ka 


a A« f 

e — i 

2 Xrt ( 

71 - 


2 Art, 

i , (n -4- i)e — n 
, = ï _ iog .____ 

ne — n -f- î 


Telle esl la hauteur du bond. 

Quand on suppose (jue la bille arrive d'une distance inti- 
me, a, est infini, et la valeur précédente se réduit à celle-ci 


i " 

"»+i = — r b'g — 


Kblp.r, Médian., f. 1 , -p. ig 2 . 

Un centre d’attraction est entouré d’un indien 
dont la densité varie avec la distance suivant une toi 
connue , et dont la résistance est proportionnelle au 
carré de la vitesse. Déterminer quelle doit être l’attrac- 
tion de ce centre pour qu'un point matériel abandonné 
à son action emploie toujours le même temps pour l’at- 
teindre, quel que soit le point de départ. 

Soient « la dislancedu centre au point matériel à l'in- 
stant où le mouvement commence, t cette distance à 
l'époque /•, F la force d’attraction et^s la densité du mi- 
lieu, laquelle est une fonction de .r. 

L'équation du mouvement esl ici 

tic 


tlx 


F -+ pv\ 


ou , multipliant par oie l f? dx , 

,1. (r“ ’/ p^V) =r _ 2 c— i JP‘ tr Fil.r, 

g-ij odx __ 2 J c — »f p**Ytix -t-comu 
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Ou de termine la ctmstante par la condition c^uc v soit 
nul lorsque x = a\ alors, si Ton pose, pour abréger, 

X = 2 J' c~ , '*fp * x F tlx , A = ajf e~'*f? dT Y <ix, 
il vient . 

»=/jnTxe/î i | 


Posons encore 

(•) 

nous aurons 


VA -X 


e fpdx _ p. 

d.n> 


rit = 




Py A — X 

et la durée de la chute du corps sera donnée par la formule 

/•A 


-r~ 

Jo Pi 


rfX 


VA — X 


Puisque le second membre doit être indépendant de la 
distance initiale, ou, ce qui est la même chose , indépen- 
dant de A , il faut que la quantité comprise sous le signe J 
soit du degré o en A, X et d\. Pour qu’il en soit ainsi , 

P doit être une fonction homogène et du degré - par rap- 
port à XetA; mais, d'après l'équation (i), P est indé- 
pendant de A, donc la seule valeur qui puisse convenir à 
cette quantité est 

-f- , ' 


j3 désignant une constante. 


16. 
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Ceci posé, l’équation (i) nous lionne 

vx 

el comme X et X sont nuis en même temps, 

5. p t/X = { eS fidx dx. 

«/O 

Élevons au carré, puis remplaçons X par sa valeur; 
nous trouvons 


j" Xfpdi p = 

f* c - S P dT ,/x 

Jo L 

Jo 


De la différentielle de cette équation , 

g jp e ~ a /i P dj F dx = ?- e~f p r~f p Jr dx , 


on lire la valeur cherchée, 

F 1_ c/p d * f e~ff ir rix. 

4P’ Jo 

Lorsque p — o , ce qui est le cas du vide parfait , 


F — 


4P 


Lorsque p est une constante , ce qui est le cas il un milieu 
homogène , 

F — -r— (<* pI — 0* 

• • 4PV 

Eulïr, Mechan., t. I, p. 220. 


\ TJn centre de forces C est ci ti itne d uiî mouvement 
uniforme suivant la direction OPCA ; - il repousse en 
raison directe de la distance un point matériel P qui se 
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lu eut suivant la nterne droite, dans un. milieu homogène 
et dont ta résistance est proportionnelle à la vitesse. 
Déterminer la position ilu point matériel à une époque 
donnée. 

Soient a et a' les distances initiales du centre C et du 
point P à l'origine Æxe O, (3 et (S' les vitesses initiales de 
ces mêmes points, p la force répulsive à l'unité de dis- 
tance. A la résistance du milieu pour l’unité de vitesse et 
X la distance qui sépare le point P de 1 origine O à l'é- 
poque t. m _ 

Si nous convenons de considérer comme positives les 
vitesses et les distances comptées dans la direction OPCA , 
et comme négatives les vitesses et les distances comptées . 
dans la direction contraire, le mouvement sera toujours 
représenté par l’équation • * 

d’.r . tlx 


ou , si 1 on pose 



U 


lit lit 


— (A?- 


iVous intégrerons cette équation. par la méthode commune 
des équations linéaires. 

Substituons la valeur £ = Ae p< , dans laquelle A et p 
désignent des constantes qu’il s'agit de déterminer. Il 
vient 

p’ + A p = p , 

équation qui a pour racines 

^ , * — a -t- v Â T -t- 4f* „ ^ a* — 1 1 -t- 4 y- . 

2 • ■ 2 
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par conséquent, l'intégrale générale sera 

• . \=:CeP'‘ -t-cV*, 

c’est-à-dire , 

x = a +' — •+■ ftf + C'ef ’ 1 C" «A . 
f* 

Lorsque t est nul , on doit avoir 



de là il spit que les constantes C' et C" sont. déterminées 
par les deux équations 

»' = <i+ -t- C'-h C", ■ p'= p + p' C'4- o n C". • 

On trouvera ce problème et plusieurs autres du même 
genre dans les Mémoires du jésuite V. Riccati, De motu 
rectilineo corporis attracti aut repulsi à centro molnli; 
Disquisitio quart a. Comment. Eorion. t. VI, p. 212 ; 

1783. 

5. Un point matériel reçoit une vitesse donnée (3 dans 
un milieu homogène, dont la résistance est proportion- 
nelle à la racine cariée de la vitesse. Déterminer l’époque ' 
à laquelle le point s'arrêtera. 

Si l'on nomme h la résistance du milieu pour l’unité de 
vitesse et T l’époque cherchée, comptée à partir de l’in- 
stant où le mouvement commence, on- trouve 

‘ * * T=f V f. . . 

6. Un point pesant est placé dans un milieu homo- 
gène dont la résistance est 'proportionnelle au carré de 
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lu vitesse. Soient t le temps nécessaire à ce point pour 
acquérir en tombant une vitesse y, et r le temps qui lui 
serait nécessaire pour perdre cette même vitesse si on le . 
lançait verticalement de bas en haut. Déterminer la rela- 
tion qui existe entre les deux quantités t et ~. 

Si l’on représente par h la résistance du milieu pour 
1 unité de vitesse, on trouve la relation 

2 1 \'gt = log tang ( 7 •+ t yg* ) • 

7 . Un point matériel, lancé avec une vitesse de 3 oo 
mètres par seconde, dans un milieu dont ta résistance est 
constante, a perdu la moitié de sa vitesse en parcourant 
une longueur d’un décimètre. Déterminer le temps em- 
ployé à parcourir cet espace. 

Le temps cherché est égal à de seconde. 

8. Un point matériel, parti du repos, est attiré vers 
un centre fixe par une force d’intensité constante ,• te 
mouvement s’ exécute dans un milieu dont la résistance est 
proportionnelle au carré de la vitesse et à l’inverse de la 
distance au centre. Déterminer la vitesse du mobile à 
une distance quelconque du centre, et trouver la distance 
pour laquelle cette vitesse est un maximum. 

Soient yia force d’attraction , A la résistance du milieu 
pour l’unité de vitesse et l’unité de distance au centre, ela 
vitesse, x la distance du mobile au centre et a la valeur 
initiale de celte distance. 

On trouve généralement 



1 — 2 X 


(fl 1-1 * 


p.t-7* 


*), 


et la distance qui correspond au maximum de la vitesse 
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x = (2 k)'- ik a. 


W. W. 


9. Deux points pesants sont placés sur la même ver- 
ticale dans un milieu homogène dont la résistance est 
proportionnelle à la vitesse; au même instant, on laisse 
tomber le corps supérieur, et on lance le corps inférieur 
de bas en haut suivant la verticale avec une vitesse don- 
née. Déterminer le temps qui s’écoulera avant que les 
deux corps se rencontrent. 

Soient a la distance initiale des deux mobiles, (3 la vi- 
tesse imprimée au mobile inférieur, h ja résistance du 
milieu pour l’unité de vitesse et T le temps cherché. 

On trouve 

T =î ,0 8^û- . 

1U. Un point pesant, d'élasticité cou /me F., tombe sur 
un plan horizontal , dans un milieu homogène dont la 
résistance est proportionnelle au carré de la vitesse ; la 
vitesse initiale est nulle, et la hauteur du point de départ 
au-dessus du plan est connue. Déterminer la longueur 
de tout le chemin qu’il doit parcourir avant d’arriver au 
repos. 

Si l'on nomme A la résistance du milieu pour l’unité de 
vitesse, a la hauteur initiale et s la longueur cherchée, 
on trouve 


* . 1 

s = a - h j log — 




Boni «ont , Memorie délia Société ltaliana, 1816, p. 162. 
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CHAPITRE III. 

MOUVEMENT I)’UN POINT MATÉRIEL LUIRE. 


SECTION I. 

FORCES SITUÉES DANS VN MEME PLAN ET DIRIGÉES D UNE 
MANIÈRE QUELCONQUE. 


Considérons un point matériel qui décrit une courbe 
plane sous l’action de forces dirigées comme l’on voudra 
dans le même plan. Si nous nommons x, y les coordon- 
nées de ce point, X la somme des composantes des forces 
accélératrices suivant l’axe des x , ^ la somme des compo- 
santes suivant l’axe des^y et t l’époque considérée, toutes 
les circonstances du mouvement seront contenues dans les 
équations 


(A) 




• Cette méthode, qui consiste à décomposer les forces accé- 
lératrices suivant des axes fixes, et ramène ainsi l’étude 
du mouvement aux formules du mouvement rectiligne, a 
été donnée pour la première fois par Maclaurin , eu 174 a, 
dans son Traité, des Jluxions (vol. 1, art. 465 et suiv.). 
Avant cette époque, toutes les questions étaient résolues 
par la méthode des composantes tangenlielles et normales 
qui , en général , ne se prête pas aussi bien aux transfor- 
mations de l'analyse, quoiqu’elle dérive plus immédiate- 
ment de la nature même du mouvement curviligne. C’est 
la marche qu’Euler a suivie dans sa Mécanique , publiée 



25o mécanique raïiOaNnelli:. 

La métliodc des composantes tangenlielles et normales 
est fondée sur deux formules utiles à connaître. 

Soient 

v la vitesse du mobile eu uii point de sa trajectoire; 

s l'arc de la courbe qui se termine au même point; 

0 le rayon de courbure; 

T la somme des forces qui sollicitent le .mobile, esti- 
mées suivant la direction de son mouvement ; 

N la somme des mêmes forces estimées suivant la nor- 
male qui se dirige du côté de la concavité de la courbe. 

Le mouvement est représenté par les équa’tions 



•d» 


Si l’on remplace dans ces formules — et p par leurs 


valeurs bien connues en x, y, t et leurs dérivées, on ob- 
tient deux équations différentielles du second ordre qui sont 
équivalentes aux équations (A). 

1. Un point matériel et pesant décrit la trajectoire 
A HCI); on connaît sa vitesse au point H, estimée sui- 
vant une perpendiculaire à la corde BC; ef l'on demande 
sa vitesse au point C , estimée suivant la même- direct 
don . 


Prenons la corde BC pour axe des X , et la perpendicu- 
laire qui est dirigée de bas en haut pour axe des y. Soient 
a. 1 inclinaison de la corde sur l’horizon , u la composante - 
connue de la vitesse au point B, et u, la composante cher- 
chée de la vitesse au point C. 

Ou a • 

d’y 


Si I on prend l'instant du passage au point B pour ori- 
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ginedu temps , et que l'on intègre deux lois , il vient 


— n — g cos a . / , 


Y = Ut — — g COS JL. t‘ . 
J 2 ° 


Ces deux équations générales, appliquées au point C de la 
trajectoire, nous donnent , 

u, = u — gcosa.r, 


et l’on en tire 


o — u — g.c osa . t, 

2 


u, zxz — JT. 


Ainsi , quand un projectile lancé dans le vide coupe 
une droite donnée en deux points, il la traverse avec des 
vitesses dont les composantes perpendiculaires à la 
droite sont égales et de sens contraires. 

2. Un point matériel décrit une parabole autour d’un, 
centre de forces situé à l’intersection de la directrice et 
de l’axe. Trouver là force qui sollicite, le mobile en un 
point, que/cortque de sa trajectoire. 

Prenons le centre des forces pour origine des coordon- 
nées, l’axe de la parabole pour axe des x, et la directrice 
pour axe des y. 

Soient p le paramètre, r la distance du mobile à l'ori- 
gine, et F la force que nous supposerons répulsive. 

Le mouvement est représenté par les équations 


d’où l’on tire 


rf‘x rfy 

y üo ~ x ;~dë ~~ ' 

rfx rfy ■ 

• r rft ' rft ~ 
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La constante 0 représente le double de l'aire décrite par le 
rayon vecteur dans l'imité de temps. 

D un autre côté, l'équation de la parabole 

^*=2 P‘{x~ r ^j 

nous donne 


(’•) 




</’ y . dy > tpx 

x -üï + ~ü? == ' , -dï‘’ 


et si 1 on remplace les dérivées secondes par leurs valeurs, 


( 3 ) 


F r ! * (/j 1 Ex 

~ + iw =,) — * 


Éliminons — et ■— entre les équations 


Il vient 


F _ P'C’> 

(p* — • j’Y ’ - 


ou', d’après l’équation de la parabole , 


p{p — x)‘ 

d. Un point matériel se meut avec une vitesse con- 
stante, sous l’action de deux centres fixes qui l’attirent 
en raison inverse de la distance avec des intensités 
égales pour des distances égales. Déterminer la trajec- 
toire. 

Preqons pour axe des x la droite qui joint les deux cen- 
tres , et pour origine le point milieu de cette droite. 

Soient i a la distance des deux centres, /'et r 1 les dis- 
tances du mobile à ces deux points , et p l’attraction à lu* 
nilé de distance. 
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f.es équations «lit mouvement sont ici, 

<£x ji a — x fi a •+■ .r 

dt- r r r' r 


d'y T 

dp r r r' r' 

De plu 5, on a constamment 


= const.. 


<ix ’ <ly* 

dp dt 1 

ou, ce qui revient au même, 

i/x tl’x dy r/ 1 > 


dt dt 


dt dP 


s 5 3 


Si dans telle relation ou remplace les dérivées se- 
condes par leurs valeurs tirées des équations du mouve- 
ment, on obtient l'équation différentielle de la trajec- 
toire, 


'il (l±l _ lZlf\ -L- 'ILIL 

dt \ r' 2 r 3 / dt\r 1 r'*/ 

(x -I- a) dx -\-ydy (x — a)dx-\-ydy 
(x-f-a)’ +y' + (x — a)’ y’ 



L’intégrale est 

.log[(x 4- aj’ + j-’J-t-logffx — a)* -*-/>] = const. = logC\ 
[(x-t-a) , + j’][(x — a) J -t-j-’] = C'. 


On voit que le produit des distances du mobile aux deux 
centres est constant; par conséquent la trajectoire est une 
lemniscate. 

Si l’on donne le point milieu de la ligne des centres 
pour position initiale du mobile, alors C = a, et l’équa- 
tion de la trajectoire peut s’écrire 


(x 1 + j’)* ■= î.fl'(x' — y 1 ). 


Sous cette forme, on reconnaît une lemniscate de Jac- 
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ques Bernoulli , lieu de pieds des perpendiculaires abais- 
sées de l’origine sur les tangentes à l’hyperbole equï- 
latère 

j.j__ j.i _ 


i. Un point matériel est attiré par un centre, (fui se' 
meut en ligne droite ai' ce une vitesse uniforme et dont 
le pouvoir attractif est proportionnel à la distance ; la 
vitesse initiale du point matériel est dirigée dans un 
même plan avec la droite que parcourt le centre d’attrac- 
tion. Déterminer la position du point matériel à une 
époque quelconque. * • 

Prenons pour origine la position initiale du rentre d'at- 
iraction. 

Soient a et ^ les projections de la vitesse du centre sur 
les axes des x et des y. a et b les coordonnées initiales du 
point matériel, p sa vitesse initiale suivant l’axe des x, 
q sa vitesse initiale suivant l’axe des y, et p l'attraction à 
l’unité de distance. 

A l'époque f les coordonnées du centre d'attraction se- 
ront xt et fit; par conséquent, si l’on représente par x 
et y les coordonnées du point matériel à la même époque , 
on aura . . 


d‘x 

— = ,*(« t—x), 

d’y . . 

— = _ r ). 

La première équation peut s’écrire. 

d 1 (x — ut) 


rlc- 


-I- fj.(.r — ut) r r o. 


Sous celle forme on \ oit tout de suite que l'intégrale est 
x — A eos (' V'f) -+- B sin ( t v'jü ) -j- ut. 


Digitized by Google 




DYNAMIQUE. 

On détermine les constantes A et R par la condition que 
pour / = o , on ait 


il vient 



d'où 



et 



x — a cos 


U Vf») 


sin (f y u ! + it. 


On (routera de la même manière 


y = b cos(f y'fi) 4 - sin(/ vV) -+- $t. 

W. VV. 

S. Un point matériel décrit une parabole sous l'action 
de deux forces : l’une, parallèle à l'axe, est inconnue , 
l’autre, diiigée suivant la perpendiculaire abaissée sur 
l’axe, est proportionnelle à la longueur de cette per- 
pendiculaire. On donne la vitesse du mobile au sommet 
de la parabole, et l'on demande de déterminer la force 
inconnue , et d'assigner la position du mobile à une 
époque quelconque. 

• Soient /3 la vitesse du mobile au sommet de la courbe, 
p la force perpendiculaire à l’axe pour 1 unité de dis- 
tance, X la force cherchée, et y* — ipx l’équation de la 
parabole. 

' Les équations du mouvement sont 



a56 mécanique rationnelle. 

Si l’on multiplie cette dernière équation par 2 ^ et que 
l oti intègre, il vient 


dy 


(A) 


tir’ 


D’un autre côté, l’équation de la parabole nous donne 


dy 


dx 


y 7i = p -dt 


dy ’ d'y (Px 

lït' ~dT ~ P ~dF' 


et si l’on remplace les dérivées secondes par leurs valeurs , 
d *’ 5 

-=pr’+/>x. 

Cette équation , jointe à l'équation (A) . nous fait con- 
naître la valeur de la force X, 

x«ê^*j£=e_4,~. 

p p 

Résolvons la seconde partie du problème. 

L’équation (A) peut s’écrire 


dt = 


dr 


v'P’-pr’ 


Prenons pour origine du temps l’instant où le mobile 
passe au sommet de la courbe, et intégrons; il vient 


t = - 4 = arc sin ^ 1 

J.. p 


VF 


y — J*- s * n (*v'f)> 


Digitized by Google 


I T 


nVNÀMlqiJE. 

«*i par conséquent , 




j-* 

2/> 


— — • sin’ ) 

p. 


gj 

A— 1 1 — co» f 1 1 ) 1 • 
4/>F ’ r/J 


Ces valeurs nous montrent que le mobile oscille fie 
part et d’autre du sommet sur l’arc dont les extrémités 

répondent à l’abscisse — — > la durée d'une oscillation 

2/>p 


étant — -=r* 

Vf 


w. \v 


6. Une petite bille d'une élasticité connue est lancée 
au-dessus d'un plan horizontal , dans une direction 
connue et avec une vitesse donnée. Déterminer les points 
ou la bille viendra frapper le plan après ses bonds suc- 
cessifs , la vitesse et la direction de la bille à l'instant de 
ces chocs et les époques auxquelles ils auront lieu. On 
supposera que la bille est lancée d'un point pris sur le 
plan horizontal . 

Soient 

e l’élasticité de la bille; 

u n la vitesse initiale; 

u. la vitesse qui anime le mobile immédiatement avant 
le n" m ' choc ; 

*o l’angle que la direction de la vitesse initiale fait avec 
l'horizon ; 

a„ l’angle sous lequel la bille vient frapper le plan hori- 
zontal au «‘""'choc; 

t„ le temps qui s'écoule entre l’instant du départ et le 
n‘' m ' choc ; 

l„ la distance qui sépare la position initiale et le point 
où le n 1 ""* - choc a lieu. 

J. * it 
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La théorie du choc des corps nous donne 

U n COS Z n — u n—i COS ût n — | y 
u n sina„ = sina^M 

Si l’on applique ces équations aux chocs successifs , on 
lire de la première 


(') 


u„ cos a. = « , cos a, = H, COS a» , 


cl de la seconde 

{ 3 1 J u„ sin a. = c*-‘ tti sin a, = c" ' 1 u, sin a, ; 

par conséquent, 

tanga. = c"” 1 tanga,, 
ii. = u, cos a, [i -+■ tang’a,!* . 

Ces dernières formules nous donnent la direction et la 
vitesse de la bille à l’instant du ri’ m ‘ choc ; elles nous per- 
mettent de déterminer toutes les circonstances du mou- 
vement sur chacun des arcs paraboliques. 

D’après les propriétés bien connues du mouvement des 
projectiles dans le vide, nous avons 

2 

t . — = - «.sin a., 

g 

/. — = «. COS a. ( f„ — f._, ). 

La première de ces équations peut s’écrire, en vertu des 
relations (a), 

( 3 ) 

on en conclut 


f „ — = - «. sin », e ; 

S 


sin a, ( e " -1 4- c " -5 -H . . . -t- c -t- i ) , 
g 

2 «„sina, i — e" 

/. 


Telle est l’époque du n‘ ,n " choc. 
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La seconde des équations considérées, eu égard aux re- 
lations (2) et (3), peut se mettre sous la l'orme 


, , 2 . _ , u J sin 2 a. 

In — 4i-i = - ni co$a„ sin a, e" _l = — r*- 

S S 


on en tire 


u, sin 2 a. 


4. = 


(e*- 1 ■+■ er~‘ + . . 

u\ sin 2 a, 1 — c* 


C'est la distance du point de départ au pointdu n‘ imr choc. 

Bordoni, Mcmorie tlella Società Italiana, t. XVII, part. I, 
p. lt)i ; 1816. 

7. Un point matériel est attiré vers deux axes rec- 
tangulaires OX, OY par des forces inversement propor- 
tionnelles aire cubes de ses distances à ces axes. Déter- 
miner sa trajectoire. 

Nous supposerons que le mobile est primitivement placé 
dans le plan des deux droites OX,OYsans vitesse initiale, 
et nous prendrons ces droites pour axes coordonnés. 

Soient <2, b les coordonnées initiales du mobile, et 
m‘, «* les attractions des axes OX, OY à l'unité de dis- 
tance. 

Les équations du mouvement sont 


d‘x in‘ d'jr n { 

dt* x' * dt * 


clics ont pour intégrales premières 


dx 1 

dp 



df 

dr 



A cl H représentant deux constantes arbitraires. 

Si l’on détermine ces constantes par les données ini- 

« 7 - 


MÉcANI Q l. K HATIONS ELI. F.. 


lia les, il \ ici il 


dx’_ , ( «_\ _ / J 

<//• l .r’ a 1 / <•// ’ \ y* b’ 


rt v " — x> 


= - 


rt — r 


-ï* 


Intégrons une seconde fois, et nommons A', R' des con- 
stantes arbitraires; nous obtenons 


i "i 3 , r, h 1 

(2) rpyn- — x'= — r + A , rp y A 1 — — t -1- B. 

Or, lorsque / = o , on a 

■r — a, .Y — b-, 

par conséquent les constantes sont milles, et les inté- 
grales peuvent s’écrire 

m' t* , f’ 

x 7 z=a' — , j '—b- 7— • 

t>‘ 

Ces expressions de x et de y deviennent imaginaires 

lorsque t atteint les valeurs £- , ^ : elles 11e peuvent donc • 

convenir après les époques marquées par ces valeurs. 
Occupons-nous d’abord de la variable x. Pour avoir son 

< fl* t 

expression après l’époque t = -il nous faut revenir 

à l’équation primitive (1), et 1 intégrer- en déterminant 

les constantes par les circonstances qui se présentent 

.... n 3 

a 1 époque t = — • 

Puisque le temps n'entre pas dans la valeur de -- que 
l’on obtient par une première intégration, on arrivera 
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encore à I équation (a), 

. /»’ . . 

y (g 1 — n — — / A . 

<1 

••i» <i l 

Si l’on y pose t — — vi x = o, ce qui est la valeur de x 
correspondante à telle époque, ou trouve 
A' =: — a Ifl a , 

et comme t doit augmenter lorsque la valeur numérique 
du radical diminue, il faut prendre A' = — an; en sorte 
que l’on a 

rp a ^ti’ — .r 1 = nr t — 2 «’■ 

Le radical a le signe inférieur lorsque le mobile s’approcln 
de l’axe des_y ; il a le signe supérieur lorsqu’il s’en écarte, 
devant au carré, il vient 

à 1 (n 1 — x’) = (/«’ t — îa 1 )’, 
u 1 \ m- J \ /n / 


Cette valeur de a: devient imaginaire lorsque l atteint la 

, 3 a 1 

valeur — - • 

/«’ 

On verra de même qu’à partir de cette époque jusqu'à 
l époque t = — » la formule qui représente le mouvement 
est 

a' ( tr — x ; ) := (/«’ t — 4 <|, ) , î 


et ainsi de suite. 

Il résulte de cette discussion que la projection du mo- 
bile sur l’axe des x exécute de part et d’autre de l’origine 

2 1 2 3 

des oscillations dont la durée commune est - — , et l’aru- 
plilude 2a. Généralement la valeur de x en fonction de t 


9 
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pour la p" mr oscillation est donnée par la formule 

a’ (a 1 — j:’) = [m 2 1 -r- 2 (/> — 1 )«’]*. 

On trouvera de la même manière que la projection du 
mobile sur l’axe des y exécute de part et d’autre de l'ori- 

j ^ 

ginc des oscillations dont la durée commune est — 1 et 

l’amplitude 2 a. La valeur de y en fonction de t pour la 
q' rm ' oscillation est donnée par la formule 

b’ (b 1 — y 2 ) = [a 1 1 — 2 (q — i) b 1 ] 2 . 

Si l’on élimine t entre ces deux dernières équations, 
il vient 

an 1 [y'a 1 — x 2 2 (p — x)«] = bm 2 b- — y' 1 (q — 1 )b]. 

Cetteéqualion représentera la courbe sur laquelle se meut 
le mobile à l’époque /, pourvu qu’on y remplace p par le 
nombre entier immédiatement supérieur à 

a 2 

t {' ' 1 

m 2 m’f-t-fl 

2 à‘ 2 n ! ’ 

m 2 

et (j par le nombre entier immédiatement supérieur à 
b 2 

t - 4 - — , 

n' n 2 t -t- b‘ 

2 b 7 2 b‘ 

n 1 

O11 pourra construire les courbes qui correspondent 
aux diverses valeurs simultanées de p et de </; les inter- 
sections de ces courbes détermineront la partie de chacune 
d’elles qui est parcourue par le mobile. 

Ou voit parce problème que, dans certaines questions 
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île dynamique qui admettent toujours une solution réelle, 
les intégrales des équations du mouvement peuvent néan- 
moins présenter des quantités imaginaires qui s'intro- 
duisent lorsque le temps dépasse une certaine valeur. Cela 
montre que le mouvement ne peut être représenté à toute 
époque par les mêmes formules. Alors, pour obtenir les 
formules réelles qu’il faut substituer aux premières, 
lorsque celles-ci deviennent imaginaires, il suffit d'inté- 
grer de nouveau les équations primitives en déterminant 
les constantes parles circonstances qui ont lieu à l'in- 
stant oit les premières formules cessent d'être réelles. 

W. W. 

8. Un projectile est lancé sous une inclinaison con- 
nue a , avec une vitesse telle, que sa trajectoire passe en 
un point donné A; on sait que la droite qui joint le 
point de départ au point A fait avec t horizon un angle 
(3 , et que le corps parcourrait cette droite en n se- 
condes s'il se mouvait uniformément avec la vitesse ini- 
tiale. Déterminer l'instant auquel le projectile attein- 
dra le point A. 

Le temps qui s’écoule entre l'instant du départ et l’in- 
stant cherché, exprimé en secondes, est égal à n c °— • 

9. Au même instant on lance deux projectiles dans 
un même plan vertical, avec des vitesses v et v‘ , sous 
des inclinaisons a et a'-, outre le point de départ, il est 
un second point commun à leurs trajectoires ; les deux 
mobiles l’atteindront à des époques différentes. On de- 
mande l’ intervalle T qui sépare ces deux époques. 

Si l’on suppose a f> a', on obtient 

2 ce' sin (a — x') 

g r cosot -j c' cos x' . 
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10. Déterminer le temps T qu'un projectile emploie à 
parcourir un arc donné de sa trajectoire parabolique, en 
fonction des vitesses v et v 1 aux extrémités de cet arc, 
de la vitesse v, au sommet de la 'parabole, et de l’an- 
gle fi que font entre elles les tangentes aux extrémités 
de l'arc. 


On trouve 


T = 


>' !>in (3 


11. Un point matériel décrit une ellipse sous l’ac- 
tion d’une force perpendiculaire au grand axe. Trouver 
la force qui le sollicite en un point quelconque de sa 
trajectoire. 

Soient 


JC* 
a * 


zl. 

b 1 ' 


l’équation de l’ellipse, Y la force cherchée parallèle à 
l’axe des y, fi la vitesse constante du mobile suivant l’axe 
des x. 

On trouve 


Si l’ellipse se réduit à un cercle de rayon a, la force 
devient 


Y = 


_ 


r* 


Nbwton , Principia, lib. I, prop. 8. 

R iccati Comment. Donon., t. IV, p. 1 ^ 9 ; i 7^7 . 

12. Un point matériel décrit une cycloïdc sous l’ac- 
tion d’une force parallèle à la base. Déterminer la 
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f orce qui le sollicite en un point quelconque île sa trajec- 
toire. 

Soient 

x = a ( ■ — eu» 0 ) , 
y =z a (Oh- sin 0 ) , 

les équations de la cycloïde , Y la force cherchée parallèle 
à l’axe des y, {3 la vitesse constante du mobile suivant 
l’axe des x. 

On trouve 

Y 2 P" 

a (2 sin 9 — sin 2 9) 

13. Un point matériel est lancé avec une vitesse con- 
nue parallèlement à une droite fixe vers laquelle il est 
constamment attiré par une force proportionnelle à la 
distance. Déterminer la position du mobile à une époque 
quelconque, et trouver l'équation de sa trajectoire. 

Soient b la distance initiale du mobile à la droite, (3 la 
vitesse imprimée, p 1 l'attraction à l’unitc de distance. 
Prenons pour axe des x la droite donnée et pour axe 
des y la perpendiculaire qui passe par la position initiale 
du mobile. 

Nous trouvons 

x — 6 / , y — !> cos ( p t ) , 

et, par conséquent, 

y — b cos — • 

Riccati, Comment. Horion., t. IV, p. 1 55 ; 1757. 

14. Les données restent les memes que dans le pro- 
blème précédent , si ce n'est que la force d’attraction 
varie en raison inverse du carré de la distance. Trouver 
l’équation de la trajectoire . 
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a(i 6 

On trouve 



b 

a 


^tr — arc cos 



y- 


Ricc.vri , Comment. Bonon., t. IV, p. i5g. 


15. Un point matériel est lancé flans la direction OX 
avec une • vitesse donnée (3 ", ce mobile est attiré par une 
force proportionnelle à la distance vers un centre d' ac- 
tion qui se meut uniformément dans la direction per- 
pendiculaire OY. Déterminer la position du mobile 
quand son mouvement devient parallèle à OY . 


Soient a la distance initiale du centre d’action à 1 ori- 
gine O, fi 1 la vitesse uniforme de ce centre, f 1 attrac- 
tion à l'unité de distance, et x\ y' les coordonnées de la 
position cherchée du point matériel par rapport aux axes 

OX, OY. 


On trouve 


• r • 

,r = — n Y — (1 

V- 


£_ 
2 U 


(* — 2 ). 


w. w. 


16. Un point matériel primitivement en repos est 
abandonné à l’action de deux forces, l une est con- 
stante en grandeur et en direction, l’autre est une 
force répulsive émanée d'un centre fixe et proportion- 
nelle à la distance. Déterminer la position du mobile à 
une époque quelconque, et trouver l'équation de sa tra- 
jectoire. 

Prenons le centre de répulsion pour origine des coor- 
données, et disposons les axes de manière que chacun 
d eux fasse un angle de 45 degrés avec la direction de la 
force constante. 

• Soient x — a , y = b les coordonnées de la position 
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initiale du mobile, p‘ la force répulsive à l’unité de dis- 
tance et /la force constante. 

Si l’on pose — = m , il vient 
p’ V 2 

IX t ~'J. t 

•c -f- m — c -4- c > -f- m 

a -+- m 2 b t- m' 

équations qui résolvent complètement le problème. 

W. AV. 


17. Une petite bille 
d'élasticité donnée, lan- 
cée dans une direction 
connue au-dessus d'un 
plan incliné (pu passe au 
point de départ, parcourt ce plan en bondissant . Déter- 
miner les angles d'incidence et de réjlexion aux diffé- 
rents chocs. 



Soient c l'élasticité de la bille, i l'inclinaison du plan, 
a, l’angle que la direction du mouvement initial fait avec 
le plan , a„ et (3„ les angles de réflexion et d’incidence au 
n‘ rmt choc comptés à partir du plan. 

On trouve 


tanga, = c tangfl„ = 


(l — c ) e" tanga, 

I — c — 2(1 — c") iang< tanga. 


Bordoxi, Memoric delta Société Itafianu, t. XVII, 
part. I, p. ipi ; 1816. 

18. Les données sont les mêmes (pic dans le problème 
précédent. Ou demande de trouver la relation qui existe 
entre l 'élasticité de la bille et les portées de trois bonds 
successifs mesurées sur le plan, et de déterminer la dis- 
tance de la bille à son point de départ lorsqu'elle com- 
mence à glisser en cessant de bondir. 
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Conservons les notations du problème précédeul, et 
nommons t’o U vitesse initiale, H,, R t , etc., Il», R„ + i, 
Ii„ +Î , etc., les portées des arcs successifs, et S la distance 
de la bille à son point de départ lorsqu’elle commence à 
glisser; ces distancesR, , R,, etc. et S seront positives en 
remontant le plan et négatives en descendant. 

On trouve la relation 

R„+, -(f + é) R„ +1 -t- c R„ = o; 

d'où l’on voit que les portées des arcs successifs seront les 
coefficients des puissances successives de l'indéterminée z 
dans le développement de la fraction 

R, — [(c-t-c-)R, — R,]z 

I — + + 

suivant les puissances ascendantes de z. 11 suit de là , en 
faisant z — i, 

, R, (i — c — c') •+■ R, 

S— (i — c; 5 (l -4- e) 


et si l oti pose (i — e) coi i = col, 5 

2 v c sin a, sin p cos ( a, -+- pl 
g sin i cos’ p 

VV. W. 

SECTION 11. 

FORCES CENTRALES. 

Un point matériel est attiré vers un centre fixe par une 
force F constamment dirigée vers le centre cl variable 
avec la distance-, on prend pour origine le centre d’at- 
Iraclion, et l’on nomme 

x. y les coordonnées du mobile; 


2 i«Jsina„ cos a. cos/ sina„sini 
g cos’ i i — c ( i — c Y 
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r sa distance au centre d'attraction; 

6 l'angle que le rayon vecteur r fait avec l’axe des .r; 
P la perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente 
au point de la courbe que le mobile occupe; 
p le rayon de courbure ; 
v la vitesse: 

r„ et e 0 deux valeurs simultanées des quantités r et v\ 
C une constante. 

Alors les équations générales du mouvement sont 
celles-ci : 


H'x 

Fx 

dF ~ 

r 

d'y _ 

F > 

Ht'- 

r 


On en tire les formules suivantes dont l’usage est très- 


commode : 


(I)- 

r'HO = C de, 

(II) 

P< = C. 

(III) 

* = a\(±.L\\± 
L\ rf0 r 1 r \ 

(IV) 

t ,: — t’I = 2 ^ F Hr, 

(V) 

F = — (—•- -+- , 

c 3 \//9 3 r r 1 

(VI) 

p HQ- H’r 

~ dT‘~ Hr' 

(VII) 

_ C- rfP _ C’c 

P 3 777 pp’ 


Si la force centrale, au lieu d être attractive comme 
nous l’avons supposé, était répulsive, il faudrait dans 
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toutes nos formules changer le signe île F, et dans la der- 
nière prendre négatif le rayon de courbure. 

L'équation (I) montre que l’aire décrite par le rayon 
vecteur est proportionnelle au temps; la constante C est 
le double de l’aire décrite dans l’unité de temps. L’équa- 
tion (II) indique que la vitesse est inversement propor- 
tionnelle à la perpendiculaire abaissée du centre sur la 
tangente. Ces deux propositions, qui se déduisent immé- 
diatement l’une de l'autre, furent établies en premier lieu 
par Newton dans le Livre ries Principes (lib. I, prop. x). 
L’équation (III) est une conséquence des deux premières. 
L’équation (IV) montre que l’accroissement du carré de 
la vitesse ne dépend que de l’accroissement de la distance 
au centre, quel que soit l’espace parcouru. Cette propo- 
sition est encore une découverte de Newton ( Principia , 
lib. I, prop. 4o). L’équation (V) est due à M. Binet; 
elle fait connaître la trajectoire lorsqu’on donne la force, 
ou fait connaître la force lorsque la trajectoire est donnée. 
L’équation ( M) a été donnée presque en même temps par 
Clairaut (’) cl par Euler (*); elle exprime que la force 
accélératrice dirigée suivant le rayon vecteur est égale à 
l’excès de la force centrifuge sur la force attractive. La 
formule (VII) fut communiquée sans démonstration par 
Moivre à Jean Bernoulli, en l’aunée iyo 5 ; celui-ci lui 
renvoya la preuve de la formule dans une lettre écrite de 
Bâle, le 16 février 1706’ (’). \ oici comment on peut la 
démontrer. 

Nommons ÿ l’angle que le rayon vecteur fait avec la 
tangente à la trajectoire. O11 a 

*>’ . 

— = F sino i). 2DO ; 

p 1 ' 

( 1 ) Théorie de la Lune, p. 2 ; ipî. 

(*) Noya comment. Petrop., p. 16^ ; 1752-1753. 

(*) Voir Moivre., J liscell. analj i ,, lil>. VIII, rt Jean Blrnoii.li, Opéra , 
t. I, p. /177. 
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Ol’ 

"’=£ (fom.- Il), 

>lr . dr 

? sin® = r~sin ? = P— (p. 12?.;. 

Substituant ces valeurs dans l'équation précédente, il 
vient 

c> rfp _ cv 
~ ï l ~dï~~ jTF’ 

ce qui est l'équation de Moivre. 

Laplace a fait une application remarquable de ces for- 
mules aux réfractions astronomiques, dans le livre X de 
la Mécanique céleste. 

1 . Un point matériel décrit une spirale logarithmique 
sous l'action d’une force constamment dirigée vers le 
pôle. Trouver l’expression de la force et la vitesse du 
mobile en un point quelconque de la trajectoire. 

Soit 

loge z= a 0 

l’équation de la spirale. O11 sait que la tangente fait avec, 
le rayon vecteur un angle constant qui est donné par 
la formule 

tang p = a. 

La perpendiculaire abaissée du pôle sur la tangente est 

. „ ar 

P = r sm ^ = — -= ; 

y/ 1 -+- a ‘ 

dès lors, la formule (Ml) nous donne 

F _ C * (» + «*) 
o’r 1 

ftous pourrons déterminer la constante C, si nous 
connaissons la vitesse qui correspond à une valeur 
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donnée r 0 du rayon vecteur. . En 'effet, d'après la for- 
mule (11), nous aurons 

c _ <fr,p. 

V^l H- «* 

et, par conséquent , 

r= <•’ 

F — c ’ 
r’ 


La formule (II) nous donne encore la vitesse en un point 
quelconque de la trajectoire, 

_ C _ 

P r 

Newton, Principia, lib. 1, prop. 9 . 

2. Un point matériel décrit une parabole sous l’in- 
fluence d’un centre d’attraction placé au foyer de la 
courbe ; lorsque le mobile est à une distance donnée du 
foyer, la force d’attraction rapportée à l’unité de di- 
stance est subitement doublée. Déterminer la trajectoire 
que le mobile va décrire. 

Soit p le paramètre de la parabole. 

Dans la première partie du mouvement, 011 a, d’après 
la nature delà parabole, 

1 2 

yTT’ 

et, si Ion différent in, 

2 (IV a 

p~ 7/7 ~ y>r '■ ' 

par conséquent (formule ^ II), 



Dans la seconde partie du mouvement, 


F — 


2 C 3 
pr'' 
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d’où 

5.C’ _ C’<VP 
pr‘ P 1 rlr 


Cette équation a pour intégrale 


a 

P r 


—— + const. 
2 P' 


Si l’on désigne par a la valeur du rayon r à l'instant où 
la force est doublée, et si l’on observe qu’à cet instant 
la perpendiculaire P est abaissée sur la tangente commune 
à la parabole et à la nouvelle trajectoire, on aura, pour 
déterminer la constante, 


2 i 

— = (- const. ; 

pa pa 


en sorte que la nouvelle trajectoire sera représentée par 
l’équation 

2 i i 

pr 2 P 1 pa 
ou 

pa 2 a 

■>. P 5 r 


Cette équation est celle d’une ellipse dont le grand axe 
est 2 a, le petit axe \l2pa, et dont l’un des foyers coïncide 
avec celui de la parabole. 

La distance de ce foyer au point de contact des deux 
courbes est égale au demi-grand axe de 1 ellipse; par con- 
séquent, la parabole touche l’ellipse au sommet de son 
petit axe, et la tangente commune est parallèle au grand 
axe. Cette tangente commune , considérée comme appar- 
tenant à la parabole, fait avec l’axe de cette courbe un 
angle dont le sinus est 

p /7. 

r y 2<j’ 

I. «8 
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il s’ensuit que l’inclinaison du grand axe de l’ellipse sur 
l’axe de la parabole est 



Vf. W. 


3. Un point matériel soumis à l'attraction d'un centre 
fixe se meut avec une vitesse inversement proportion- 
nelle à la iï' me puissance de sa distance au centre. Trou- 
ver la loi de l'attraction et l’équation de la trajectoire. 

Soit 

tx 

r* 

l’expression de la vitesse. 

La formule (IV) nous donne 



si l’on diflerentie, il vient 


F = 


n ti- 


Telle est la force d'attrartion. 

Pour obtenir lYquation de la trajectoire, nous nous 
servirons de la formule (III). Elle nous donne 


+ i} 

(p— C ! r »-») 7 - d. i 


( ‘ dH r' 


{n — i) d9 = — 


rfr—' 
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L’intégrale est 

C r " -1 

[n — i ) 0 — arc cos h const. 

U 

ou, supposant que 9 soit nul lorsque r — a, 



Dans le cas particulier où n = t, l'équation Je la tra- 
jectoire devient 



Lorsque n = - 1 la trajectoire est une section conique. 

Riccati , Comment. Bonon , t. IV, p. i84- 

I. Une petite bille , attachée à V extrémité d'un JH 
très-délié et légèrement extensible, repose sur un plan- 
horizontal et parfaitement uni ; le fil est tendu dans sa 
longueur naturelle, et sa seconde extrémité est fixée sur 
le plan. Le système étant dans cet état , on imprime à la 
bille une vitesse connue, et dirigée dans le plan hori- 
zontal suivant la perpendiculaire à la direction du fil. 
Déterminer l’allongement du fil à une époque quel- 
conque du mouvement , et trouver V équation de la courbe 
décrite par la bille 

Soient 

m la masse de la bille’, 

a la longueur naturelle du fil; 

v„ la vitesse initiale ; 

r = a ■+■ X la longueur du fil à l’époque t ; 

ô l’angle décrit par le fil; 

p la tension nécessaire pour faire acquérir au fil la lon- 
gueur a 1 3. 

18. 
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Puisque la tension est proportionnelle à 1 allongement . 
l’expression générale de cette force sera —• Substituons 
cette valeur dans la formule (VI); il vient 

d ' r d 0 ! px 

dt 1 dl * ni p' 


et si l’on a égard à la formule (1) , 


d 7 r C‘ px 

dt * r 5 m p 


D’ailleurs, en vertu de la formule (H), 
av, — C ; 

par conséquent , 


d 1 r a 3 e,’ px 

Ht* ~ ~ mj' 

d * x fl’ o,’ /jx 

dt* ( « -t- x;' /» p " 

d’où 


dx * 
dt* 


a'v,' 

(« + *)’ 


Pfl 

m p 


-I- const. 


La constante se détermine par la condition que — soit 

nul à l’origine du mouvement; on trouve qu’elle est 
égale à Co’- 

D’après la nature du fil , x et (3 sont des quantités fort 
petites et du même Ordre de grandeur; nous pourrons 
donc, sans erreur sensible, réduire la valeur précédente 

de ^ à sa partie principale qui est du premier degré par 
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rapport à x et (3. Alors il vient 


a 77 



Nous n’ajoutons pas de constante, car x et t sont nuis à 
l’origine du mouvement. 

Ainsi nous obtenons 




On voit par cette valeur que le fil reviendra périodique- 
ment à sa longueur naturelle, après des intervalles de 
temps dont la durée est 



. Gherchous maintenant l’équation de la courbe décrite. 

La formule (I) nous permet de substituer dô à dt dans 
l’équation (A). Il vient 

dx- r' f 2 p, 1 x P x '\ 

7¥ ~ C' \7, ^Tp.) 

(« -4- x)* / 1 v ,* x px' \ 

d‘ r,’ \ a m p J ’ 
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ou, dans noire degré d'approximation . 


dx 3 

7/6’ 


= 2 ( 7 .r — 


pu- 
ni p v,' X : 


il fl 


llx 





0 



arc cos 


a -H x : 


ni p 
pn 


r[< 



Telle est l’équation delà trajectoire. 

Cette courbe est formée d’ondulations égales cl disposées 
eh cercle; chaque ondulation sous-tend un angle au centre 



Jacques Bernoulli a commis uue erreur dans la solution 
de ce problème. II part de l’équation 


et 1 r r,’ p . r 

dt 1 p m (i ’ 

dans laquelle p désigne le rayon de courbure de la trajcc- 

r,’ o’r a ! . . 

toire; or. entre — et qui est ie ternie correspondant 

p r 

de l’équation rigoureuse, la différence est du même ordre 
que x; par conséquent cette équation n’a pu lui donner 
une valeur exacte de l’inconnue x. 


Jacques Bernoulli, Nova delà Acad. Prtrop., 1^83, p. 2i3. 

5. Un point matériel se meut sous l'action d’une force 
dirigée vers un centre fixe et fonction de la distance ; la 
trajectoire qu'il décrit est de telle nature , que l'un des 
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rayons vecteurs niaxinia est à très-peu près égal au 
rayon vecteur minimum qui le suit. Déterminer la limite 
rie l’angle compris entre ces deux rayons vecteurs lors- 
qu'ils deviennent égaux. 

Posons dans la formule (V) 


et 

f F r* riz — y (s); 
alors cette formule devient 


fi' Z 



Intégrons, et nommons a une constante; il vient 

(to) + 

r/Ô= — 


f/z 


yA.+ ç-, t ( 


z) Z 1 


Les rayons vecteurs maxima ou miiiima sont les in- 
verses des racines de l’équation 

2 

" -+- £;?(*)— *’ = «- 

Soient et, 1 5 les deux racines positives qui correspon- 
dent aux deux rayons considérés, et V la limite de 1 angle 
compris entre ces deux rayons lorsque )3 devient égal à a. 

Cet angle V est la limite de l’intégrale 



' Digitized by Google 


atfo MÉCAMQliE lUTIOHHELtl. 

Or, les (leux relations 


" = «’» " -+- g; ?(?) = P 1 

nous donnent 


2 _ . — a 1 

C 1 ?(£) — ?(*) 

et par conséquent, 


V=iiin 


r 

nu. I 

X [«xw-p* 


= f-lilIllË!!!!* 
?(P) — ?(*) 


/ /z v / ?( PI — ? («) 


Pour déterminer la limite de cette intégrale, nous sub- 
stituerons à la variable z une nouvelle variable u définie 
par la relation 

a - 4 - 6 /< ! 

z = 

I -4- f» 5 

Alors , si l’on pose 

U«_ (/* — «)'[p(/3)- f(«)J 

on trouve 

V = lim. I IJ 

X (« + “’)’ 

Lorsque 1 on fait (i = a , U* prend la forme mais en 

prenant le rapport des derivees troisièmes du numérateur 
et du dénominateur, on trouve que la véritable valeur 
pour j3 = a. est 

( i -4- u*)’ <f '( a ) 

?'( a ) — a f" (“)’ 

en sorte que 

v= 2 r ûîi i * r <iu _ _ r r ?» n 

U'(«)— «<?"(«) J Jo * + «’ ' Lr'(*)— «?"(«) J 

Dans le cas où la force est proportionnelle à la n ,èmr puis- 
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sancc de la distance, 

*' (*) — » 

et par conséquent, 

v= _L=. 

V« -f- 3 

Cette dernière formule a été dounée par iNewton , dans le 
livre des Principes (liv. I, sect. ix, prop. 45 ). On voit 
que dans ce cas la limite \ est indépendante de a. D’ail- 
leurs , il est aisé de reconnaître que le cas d une force pro- 
portionnelle à une puissance de la distance est le seul où 
l’angle V soit indépendant du rayon vecteur. 

En effet , l’équation 


?'( a ) 


a pour intégrale 

(a) — Ba 


- = const. 


A 


B étant une constante arbitraire, et alors 


1-3 

F = Br A , 

la force est proportionnelle à une puissance de la distance. 

Les planètes décrivent autour du soleil des orbites à peu 
près circulaires, dont les périhélies sont sensiblement 
immobiles, et situés à 180 degrés des aphélies; si donc 
on admet que les planètes sont attirées vers le soleil par 
une force proportionnelle à une puissance de la distance , 
ilfautque Iedegréde cette puissance soit exactement — i. 
En effet , lorsque n — — a, on a V = 7; ; et lors même que 
n différerait très-peu de — 2 , V serait assez, différent de 7r, 
pour qu’il en résulte un mouvement considérable dans les 
périhélies. 
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Si l’on .avait, par exemple, n — — 2,01, il en résul- 
terait 

V = — — ' — — 7 : H — - — tr = i8i°48'. . . ; 

y 1 — 0,01 

* 

le périhélie se déplacerait de 1 " 48' à chaque révolution . 
tandis que les mouvements observés ne sont que de quel- 
ques secondes. Ceci confirme la loi de Newton. 

Paicnox , Thèse de Mécanique . 

(i. Une comète décrit autour du soleil une orbite para- 
bolique dont les éléments sont inconnus. Çet astre a été 
observé en deux points dont on connaît les distances au 
soleil , ainsi que la distance mutuelle. Trouver une rela- 
tion entre le temps qui sépare les deux observations et 
les autres quantités connues. 

Nous pouvons négliger la très-petite quantité qui ex- 
prime le rapport de la raasse de la comète à relie du soleil. 
11 en résulte que l'aire décrite par le rayon vecteur dans 
1 unité de temps est égale au produit de la racine carrée 
du paramètre de l’orbite par une quantité connue , qui est 
la même pour tous les corps considérés. 

Soient 

r — — 

1 

2 COS - - 0 

2 

fi équation de l’orbite, r, r' et 0 , 6 ' les coordonnées des 
deux positions observées, c la distaure de ces deux posi- 
tions, t l’époque de la première observation comptée 
à partir de l’instant où l’angle 0 est nul, T le temps 
qui sépare les deux observations, cl A \q> le double de 
l’aire décrite dans l’unité de temps (*). 

( ' ) Dan» le calcul «le» m ilites Jer. eorp» qui fmU parlic .le notre tç Meina 
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I.a formule- (I) nous donne 

k 'IP t =l 


a8d 


t = 7 f rfe = ^ f ( I + • an o i ^ 0 ) < { - la "ë £ f > 

f / cos' -s "* / 




Posons 


tang - 6 = e , tang - 6 ' = B', 


et admettons que 0' soit plus grand que 0. 11 vient 

■ P^P / < ® J — H ‘\ 

T =irr 9+ — ) 

= ;e' — e) Tl 4-e'B-+- ^ (e' — e)J 


Posons encore 


: -f- H” © — ’î 2 * 


planétaire, on prend ordinairement pour unité de distance le demi-grand 
axe de l’orbite terrestre et pour unité de temps le jour solaire moyen . 
Alors, si l’on nomme T la duree d’une révolution sidérale de la terre, m la 
masse de la terre et M celle du soleil, la constante A est égale U 


Or 


r = :«i jr»>,jô6j; , 


et U valeur du rapport — , la plu* probable aujourd’hui, est 


par conséquent, on a 


ni ,, > 

- — 339 / 


k — 0,01720310 
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a84 

alors 



D un autre côté , si l’on projette la distance des deux 
positions observées sur l’axe de la parabole et sur une per- 
pendiculaire , on obtient 

c’= (r'cosS' — r cos0) 3 -+- (r' sin6' — /•sinfl)’. 

Celte relation, jointe aux valeurs 


nous donne 


COS 0 = 
sin 0 = 


i — 0’ 

i 

20 


(«'—©)’ j i -+- 1 (e'-+- e)*j ^p^e'—ey^, 
e=p(s' — e)> i, 
r + P—p + J (e'_ 0)’j , 


f+r 1 — c — p 


De là il suit 


r, - ( 0 ' — 0 ) 


» ( 0 ' — 0 ) 

2 ' 


Tz= Sl [(r+/+c)’zp(r-t-r'-c)’]. 

Telle est la relation cherchée. 

Le double signe provient de la quantité n — - (& — 0) 
qui peut être positive ou négative; or celte quantité a le 
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même signe que 

ros - (O 1 — 8) 

»’ — y (&' — 0)’ = I + e'H = ; 

4 i i 

cos - 8 cos - 6 
2 2 

par conséquent, dans la valeur de T, on prendra le signe 
— lorsque ff — 9 ir, et l'on prendra le signe 4- lorsque 
0'— 0>tt. 

La formule que nous venons de trouver constitue un 
théorème delà plus haute importance pour la détermina- 
tion des orbites paraboliques des comètes. Il est connu 
sous le nom de tlièorhmc de Lambert , bien qu’Euler l’ait 
établi le premier, dans le septième volumedes Miseellanca 
Berolinensia. La démonstration que nous avons donnée 
est deM. Gauss ( Tlieoria motiïs corporum cœlestium). 

7. Pmposons-nous le même problème pour une orbite 
elliptique ou hyperbolique dont on ne connaît qu'un seul 
élément, le grand axe. 

Soit 

a ( i — r 7 ) 
i 4- e cos8 

l’équation de l’orbite, dans laquelle a sera positif pour 
l’ellipse, et négatif pour l’hyperbole; conservons pour 
le reste la notation du problème précédent. 

On montre dans tous les Traités de Mécanique que, si 
l’on pose 

(i) r=a(t — ccosu). 


t— — (« — csin«), 

k étant la même constante que dans le problème précé- 
dent quand on néglige le rapport de la masse du corps à 
celle du soleil. Admettons que les quantités r, u, 6, t sc 
rapportent à la première observation , les quantités ana- 
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logues /•', t' à la seconde observation, et posons 

«' — u _ II' -+- Il 
— = *' — = ?•’ 

t'—t= T. 

Si nous observons que 

sin u' — sin u = 2 sin (5 cos jî, , 
nous trouvons d’abord 


T= — [fi — rcosflisin S]. 


Nous allons nous procurer doux autres équations entre 
les quantités connues et les deux inconnues (3 et e cosfS, ; 
alors il nous suffira d’éliminer ces inconnues pour obtenir 
la relation cherchée. 

La formule 

COS «' -+- COS (1=2 cos fi cos [S, , . 

jointe à l’équation (1), nous donne 
3 ) r -if r = 2. a (\ — ecosfîi cosfi). 

D’un autre côté , 

c' = r 1 -t- r' 5 — 2 n* cos ( 9 ' — 9 ) ; 
or l’équation de l’orbite nous donne, en ayant égard à la 
formule (1), 

„ cos« — c . „ a v 1 — e’ sin 11 

cos 9 = a , sin 9 =— : ; 

r r 

par conséquent , 

1 =z a 1 ( 1 — ccosuj’+u^i — ccosu')’ 

— 2 a 7 ‘r — cos 11) (c — cos h') — 2« 5 (i — c’) sin « sin il' 

= 2«’(i — c 1 ) (t — sin k sin «') -t- nV (cos’u + cos’u') 

— 2 a' cos a cos II’ 

— 2<i’ (1 — e’)( 1 — sin u sin n' — cosiicosi/'} 

-+- a’<? 3 (cosu — cosu')’ 

~2n’(i — c 5 ) (2 — 2 cos 1 (ï) -t- u 1 c’ (2 sin ji sin fl,)% 

(4) r : = 4 o5s ' n ’?( I — e’oos’jl, )• 
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Il s'agit maintenant d’éliminer nos deux inconnues entre 
les trois relations (a), (3) et (4). 

I.a seconde de ces relations nous donne 


ecosji 


la — (r r') 
2 a co s P 


d’où 


an 1 /, r -f- / — 7. a \ 

T= __^+ — tangp), 

*2 a — (r-f r') 


c* = 4 à * tang* 8 < cos 1 S — 


]' 


Soient 


la — c — (r-4-r') _ 2«+c — (r-f-r') 

a ci ' 2n 


Nous aurons 

( z. — *)’ = ^ =4 tan e ! ? — ?(*! + s)* J; 

remplaçant 


tang 1 fl par 


i — cos a p 
i -t- cos 2 fl 


i -t- cos 2 8 
cos 1 p par ■ 


et résolvant l’équation par rapporta eos a /3 , il vient 


COS 2 fi = Z S, -t- V ( I — l 1 ) (l — St’), 

2 fl = arc cos z — arc cos s, , 
et , d’après la formule bien connue 


1 , . sic/» — sin </ 

tang - (p — a\— 

2 COS p + COS// 


sin (arccosî) — sin (arc cosz,) 
tang 9 = J + -• 
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Substituons cette expression dans la dernière valeur de 
T ; il vient 

y 

(5) T = ^-[arccosz — arccosz, — sin (arc cos z)-|-sin (arccosz,)]. 
C'est la relation cherchée. 

Dans le cas de l'hyperbole, z et z, sont plus grands que 
l'unité, en sorte que notre formule se trouve compliquée 
d'imaginaires; pour les faire disparaître il faut remplacer 
arc cos z et arc cos «i par leurs expressions logarith- 
miques, 

arc cos z — - * log (z -H yz- — i) , 

S'— i 

arccosz,= -== log (z,4- yV— i), 

V — i 

et mettre en évidence le signe de a. 

On trouve ainsi 

£ 

T = y [v 1 ’ — 1 \f z * — * — log(z-t- y'z’— i) zt log (s,-t- v / 3<* — i )]• 

On n’affecte d'un double signe que les seuls termes en z„ 
car T doit être positif, et z est plus grand que z { . Les 
signes supérieurs répondent à 9' — 9 < ■r , les signes infé- 
rieurs à 9’ — ô>-. En effet, pour 6' — 9 = o, T doit 
être nul, et z = z^\ donc, dans ce cas, ce sont les signes 
supérieurs qu’il faut prendre. De plus, Tétant une fonction 
continue de 6' — 6, les signes des termes en z , ne peuvent 
changer qu’autant que ces termes s’annulent. Ils s’an- 
nulent pour 9' — 0=7T, et quand 9' — 9 vient à surpasser rr, 
les signes doivent changer, car T doit augmenter./ 

Ces formules étant indépendantes de l’excentricité, 
elles subsistent encore lorsque l’excentricité est nulle, 
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c’est-à-dir e , lorsque l'ellipse se réduit à une portion de 
droite limitée aux deux foyers, et l’hyperbole à deux de- 
mi-droites terminées aux foyers. Ainsi l’on peut dire 
qu'une planète, pour parcourir dans son orbite un arc dont 
la corde est c et dont les extrémités sont à des distances du 
soleil égales à ret ri, emploie un temps égal à celui qu’elle 
mettrait pour arriver directement vers le soleil de la 


distance r ** C à la distance r ~ + ~ ^ — - , si elle était 
2 2 


partie sans vitesse initiale d’une distance égale au grand 
axe de son orbite. 


Comme application, nous calculerons le temps qu’un 
corps pesant emploie pour tomber sur la terre il une hau- 
teur donnée , en tenant compte de ta variation que la 
pesanteur éprouve lorsque ta distance au centre de la 
terre diminue. 


Le foyer d’attraction est ici le centre de la terre, le 
grand axe 2 a est la distance initiale du mobile au centre, 
et la corde c est la hauteur dont le corps est tombé pendant 
le temps T. 

On a donc 



par suite (formule 5 ), si l'on suppose que le corps tombe 
sans vitesse initiale , 



Lambert a démontré le premier cette belle propriété du 
mouvement dans les sections coniques, que le temps né- 
cessaire à parcourir la distance qui sépare deux points 
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donnés peut s'exprimer indépendamment de l'excentri- 
cité (Insigniorcs orbitæ cometaruni proprietates). 

La place, Mécanique céleste, liv. II, chap. 4 > § 27. 

8. Lorsqu’un corps céleste passe d'une position déter- 
minée à une autre position également connue, le rapport 
du secteur décrit par le rayon vecteur, au triangle formé 
par le soleil et les deux positions données , peut s’expri- 
mer indépendamment du paramètre de l’orbite. Trouver 
l 'expression de ce rapport pour les trois espèces d'orbites 
possibles. 

Soient 

r, /•' les distances du soleil aux deux points donnés ; 

c la distance qui sépare ces deux points; 

a le demi-grand axe de l’orbite; 

R le rapport cherché, et 

2 a — r — (r -t- 2/i + c- (r + r') 

2 a ' 2 a 


Par des calculs presque semblables à ceux de la ques- 
tion précédente, on trouve, pour une orbite elliptique, 

H _ arccoSî — arc cos z, — sin (arc cosz) 4- sin (arc cosz,) 
(1 — z ) sin (arc coss,) — (1 — z,) sin (arc cosz) 


pour une orbite hyperbolique , 

R — vV — 1 -- *■ \ z ' — 1 )± i»g (»• + v^v — 1 ) . 

(s, — 1) v'z 1 — I=p(z— 1) vV— I 


pour une orbite parabolique , 

l>--K-' + c) , q:(r+r'-r) 7 


R =3 


-4- P-t-c) (r-+-r'— c)' rp c) (r-+-r / 4-r) 1 
Dans les deux dernières formules on discernera les si- 


Digitized by Google 



dynamique. agi 

gnes convenables par les règles données aux problèmes 
précédents. 

M. Eneke (*), dans un Mémoire sur la détermination 
des orbites elliptiques des planètes, s’est servi utilement 
d’une formule approximative, qui exprime le rapport 
du secteur au triangle indépendamment du paramètre; 
il n’avait peut-être pas observé qu'il existe une formule 
rigoureuse. La possibilité de ces formules a été signalée 
par M. J. Bertrand. 

9. Développer la plus grande équation du centre dans 
le mouvement elliptique , suivant les puissances ascen- 
dantes de l'excentricité, et l’excentricité suivant les 
puissances ascendantes de la plus grande équation du 
centre. 

On nomme équation du centre l’angle que forme le 
rayon vecteur du mobile, avec un rayon qui tournerait 
d’un mouvement uniforme et passerait aux sommets de 
la courbe en même temps que le premier. 

Nommons n l’angle décrit dans l’unité de temps par ce 
second rayon , et conservons pour le reste la notation du 
problème 7. 

A l’époque t l’équation du centre est égale à 0 — «<; 
son maximum, que nous représenterons par E, corres- 
pond à la valeur du rayon r qui vérifie l’équation 

d ( 6 — nt\ = o. 

Or 

r' d9 = m j 1 y^ i — e’ dl ; 


par suite, 


d(0 — nt ■. 


a 5 y/ 1 — c ’ — 
a} \! i — e‘ 


d 0 . 


(') Mnlhcmaiische Abhandlungrn dtrr Kôniglichen Akaàemie der \Vissen~ 
schaftcn :a Berlin, p. ij. 


» 9 * 
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La valeur de r qui annule « elle dill'éreuliclle est 
r=a( i — c») 7 ; 

c’est la moyenne proportionnelle entre les deux demi- 
axes. Les valeurs correspondantes de 0 et de u se déduisent 
des équations 

a(i-e') 

r — — — » r= nu — e cos u 1. 

i -+- c cosO ' ' 

On trouve 

j i 

. i — (i — c ! )* i — (i — c 1 )* 

cos9 = — > cosu = i — . 

e e 

Il s'agit de substituer ces valeurs dans l’équation 

( i) E = 9 — nt — 6 — « c sin u , 

et de développer le résultat suivant les puissances de e. 
On a d'abord 


(l — e 1 )* = i — y c’ ■ 

4 


3a 


128 


série convergente, puisque c est inférieur à l’unité. 
Soit 


x = 9 

a 

Le développement qui précède donnera 

3 3 5 

sin x = — cos 9 r= 7 r -+- <r' H -rt r 1 -h . . . ; 

4 32 1 28 

or, si l’on développe par la formule de Maclaurin 

x — arc sin y suivant les puissances ascendantes de 
y == sinx, il vient 

1 sin’x 1 . 3 sin‘x 


x — sin.r -+- 


2 3 


2.4 5 
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par conséquent , 

3 3 5 

4 3 r». 128 ^ 

1/27 Ri \ 

*Z\iïi* + s 7 Z*+-) 

3 : 3.43 \ 

d’où 

( 2 ) » = l + * = l+je + ^e> + p^ e > + 

2 2 4 128 40960 

De même, 011 a 

(i-r»r = ,_ '«•_ 2 _._. 

•1 3?. 128 . 

et , si l'on pose y = — « 4- Ü, 

‘ 2 

1 3 r 

smj = cos « = 7 c -+- e> ■+ 

4 32 128 

On tire de là 

^ = î c + l; el - f '7ï8 c ‘ + ’'’ 

+ è(si‘ fl + s^ c,+ - •) 

+ ^ (?6 2’4 <fS + "-) 

1 •> > „ * * « 3 ? . 2363 

^ 2 x = 2 4 e 384 C — 4095^ < " — 

y 1 v* 

sin« = eus y = 1 — 1 

2 2.3.4 

1 / 1 3 t 

=,_ ïU* + jè*‘+ 

( 4 ) sin :i = 1 — A c’ i-9- c' — , 

32 2048 


) 
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Substituant les valeurs (a), (3), (4) dans l’équation (i), 
il vient 


(5) 


E = 2 c 


P' 


%9 ^ 
5 120 


On voit que E change de signe avec e; par suite, e 
changera de signe avec E, c’est-à-dire que le dévelop- 
pement de e suivant les puissances de E ne contiendra 
que des puissances impaires. 

Posons donc 

e= î +a [l) + 6 (!) + 

n, b, c, etc., désignant des coefficients indéterminés. 
Substituons celte valeur dans l’équation précédente, et 
égalons les coellicients des mêmes puissances de E dans 
les deux membres; il vient 

ii , 1 1 a 5 qq 

— T - — °, 20 H -t- -~ p - 

4b ifa 3120 

et, par conséquent, 

a = — — , b — - — 7 - 

96 30720’’’' 

Ainsi nous avons 

E m /EN 5 587 / EN ‘ 

2 (jtj \2 / 30720 \2/ 

Quand on pousse les développements jusqu'à la neu- 
vième puissance, on trouve 


", 5qq 

h = 2 c -f- - — - r 1 -+- —^-2- 1 - 
3 . 2 ' 5 . 2 '* 


E 1 1 

_ _ — - E 5 — _ _ 

2 3.2* 3.5.2 


587 


,E‘ — =-! 


7 . 2 1S 
4o583 


2o3a363 


L). 2 


E 


5.7.9.2 1 - 

E ' 4 - . . . . 

Les astronomes se servent de cette dernière Tonniilc 


_ , 0 4 ü 7°49 e , 

5. 7. 9. 9 2” 
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pour corriger l'excentricité par l'observation de la plus 
grande équation du centre. 

10. Tandis qu’une comète décrit une orbite parabo- 
lique, on imagine un cercle variable qui passe constam- 
ment par le soleil, la comète cl le sommet de la para- 
bole. Démontrer que le centre du cercle se meut d’un 
mouvement uniforme. 

Newton , Principia , lib. I , prop. 3o. 

11. Un point matériel décrit une lemniscate de Jac- 
ques Bernoulli sous l’action d’un centre de forces place 
au point double de la trajectoire. Déterminer la loi de la 
force et le temps employé à décrire une boucle de la 
lemniscate. 

Soient 

r* = a* cos a 0 l'équation de la trajectoire; 

u l'attraction à l’unité de distance; 

F la force d’attraction à la distance r; 

C le double de l’aire décrite par le rayon vecteur dans 
l'uni té de temps, 

et T le temps employé à décrire une boucle. 

On trouve 



12. Un point matériel décrit une hyperbole équi/a- 
tère sous l’action d'une force dirigée vers le centre de la 
courbe. Trouver la loi de. la force , et déterminer la po~ 
silion du mobile à une époque donnée. 

Soient 



cos ?. 8 


l' équation de l'hyperbole rapportée à son centre, p, F, C 
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les mêmes quantités que dans le problème précédent , et / 
le temps compté à partir de l'instant où le mobile est au 
sommet de l'hyperbole. 

On trouve 

c . A'K'-x 

= sin 2 ®.-— , F =r pr; 

d où 1 on voit que la force est répulsive. 

13. Un point matériel décrit mie cissoide de Dioclès 
sous l 'action d'une foi cc dirigée vers le sommet de lu 
courbe. Déterminer lu loi de cette force. 

Si l'on représente la trajectoire par l'équation 

_ sin’O 
eus 0 ’ 

on trouve que la force cherchée est une attraction propor- 
tionnelle à 

rosée* 0 \' a' -v r‘ 


I i. I n point matériel décrit une circonférence sous 
l action d'un centre de forces placé sur lu courbe. Dé- 
terminer fa force et la vitesse en un point quelconque de- 
là trajectoire. 

Si 1 on nomme r la distance du mobile au centre de 
forces, p. 1 attraction a 1 unité de distance et F la force 
cherchée, on trouve 



INkwton, Prinripiu, lib. I, prop. 7 . 

13. Un point matériel, sollicité par une force dirigée 
vers un centre fixe, se meut avec une vitesse inversement 
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proportionnelle à sa distance au centre. Déterminer la 
trajectoire. 

Ou trouve que la trajectoire est une spirale logarith- 
mique dont le centre de forces occupe le pôle. 

Riccati, Comment. lion on., t. IV, p. 1 H 4 • 

16. Un point matériel est attiré vers un centre fixe 
par une force F telle que, si l'on représente par r la 
distance du point materiel au centre et par a , h deux' 
constantes, on a 



Déteminer la nature de la trajectoiie, et examiner en 
particulier le cas où le point matériel serait lancé d une 

distance a, avec une vitesse égale à - y/a, dans une di- 
rection inclinée de 45 degrés sur le rayon vecteur. 

Admettons que l'angle polaire 3 soit nul en même temps 
que la distance au centre, et nommons C le double de 
faire décrite par le rayon vecteur dans 1 unité de temps. 
L’équaliou générale de la trajectoire est 

ah y G 1 — h‘ 

r = ■ ■ ■ sm ; 9 : 

\JC‘ — h 1 C 

dans le cas particulier que nous devons examiner, cette 
courbe se réduit à la spirale d’Archimède 

r — a r ). 

17. Un point matériel décrit une citxonférence sous 
l’action d'une force attractive, inversement proportion- 
nelle au carré de la distance et dirigée vers le centre de 
ta courbe-, lorsque le mobile est arrivé en un certain 
point de la trajectoire, l' attraction rapportée à l’unité 
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de distance croit subitement dans le rapport de m à l'u- 
nité ; lorsque le mobile repasse au même point, l'attrac- 
tion croit encore dans le même rapport. Déterminer la 
trajectoire que le mobile décrit après ce second accrois- 
sement. 

Celle trajectoire est une ellipse qui a pour excentricité 


m'— i 


W. W. 


18. Un point matériel est attiré vers un centre fixe 
par une force proportionnelle à la distance. Déterminer 
la trajectoire. 

On trouve une ellipse dont le centre coïncide avec le 
centre d’attraction. 

Newton, Principia, lib. I, prop. io. 

19. Un point matériel soumis à l’attraction d'un 
centre fixe est lancé d'une distance a , avec une vitesse 
égale à e 0 , dans une direction perpendiculaire à celle 
du rayon vecteur. Déterminer l’équation de la trajec- 
toire et la durée T de la révolution, dans les deux hypo- 
thèses suivantes : 



On trouve, dans la première hypothèse, 

1 27 w’ a 1 

r =za cos ! - 0, T 1 = > 

2 32 fi 

et dans la seconde hypothèse, 

?. d3 

r' = a 1 cos’O, '1=0' 

t* 

l.a première courbe est une épicyeloïde engendrée par 
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un cercle de rayon <|ui roule extérieurement sur un 
cercle égal. 

La seconde courbe est une Irmniscate de Jacques lîcr- 
noulli. 

Stadeh, Journal de M. Crclle, t. XL VI; 1 853. 

20. Un point matériel se meut sous l’action rl'un 
centre Jixe dont l' attraction est exprimée parla jormule 



u et v étant des constantes. Trouver l'équation de la tra- 
jectoire. 

Si l’on détermine convenablement les constantes intro- 
duites par l'intégration, on arrive à l'équation 

k 

r = 

i — e cos h 0 

dans laquelle A, e, h sont des constantes, et 



C étant le double de Faire décrite par le rayon vecteur 
dans l’unité de temps. 

Cette équation représente à peu près la trajectoire d'un 
point qui parcourrait une ellipse en vertu de l’attraction 
du foyer, pendant que cette courbe, invariable dans sa 
forme, tournerait autour de sou foyer avec une vitesse 
égale au produit de t — h par la vitesse moyenne du mo- 
bile dans cette ellipse. 

Si l’on pose 

i — h = o , oo8455 , 

celle équation représente à peu près la trajectoire de la 
lune autour de la terre supposée fixe. C’est pourquoi Clai- 
raut, qui d’abord atailcru, par suite de calculs incoui- 

1 • 
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plets , que la loi d’attraction en raison inverse du carré de 
la distance ne suffisait pas pour expliquer le mouvement 
rapide du périgée de la lune, fut conduit à supposer que, 
outre l’attraction dont on vient de parler, il existait une 
autre attraction en raison inverse du cube de la distance 
et très-faible. D’après ses idées, cette attraction était insen- 
sible pour les planètes à cause de leurs grandes distances, 
mais elle était sensible pour la lune vis-à-vis de la terre, 
et produisait en partie le mouvement du périgée. D’Alem- 
bert était arrivé au même résultat et confirmait Clairaul 
dans son erreur, lorsque celui-ci reconnut lui-même le dé- 
faut de ses premiers calculs , et montra que la loi de New- 
ton seule rend compte de toute la vitesse du périgée de la 
lune. 


21. Un point matériel, soumis à l’action d’un centre 
fixe qui l’attire suivant une fonction de la distance, est 
lancé dans une direction perpendiculaire au rayon vec- 
teur, avec une vitesse presque égale à celle qu'il aurait 
en ce lieu si son mouvement était circulaire. Déterminer 
la valeur du rayon vecteur maximum ou minimum qui 
se présente en premier lieu après le départ. 

Soient 


F = ~ Ç ) l’attraction à la distance r; 

a la distance initiale du mobile au centre d’attraction; 
a la valeur cherchée du premier rayon vecteur maxi- 
mum ou minimum; 

^ --- - le rapport de la vitesse initiale à celle qui cor- 

G) 


respond au mouvement circulaire. 
On trouve 




Ztf 
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22. Un point matériel sc meut sous l'action de plu- 
sieurs autres points fixes qui l'attirent proportionnelle- 
ment à leurs masses et ti leurs distances. Montrer que le 
mouvement est le même que si tous les points attirants 
étaient réunis à leur centre de gravité commun. 

Ce théorème devient évident à la seule inspection des 


tl' x 


formules = ? -ê- = 


Fr 


— - — , appliquées au mou- 


Fr d'y 
dt ' r dt‘ 

vement du point considéré. 

Si l’on rapproche de ceci le résultat du problème I H, on 
voit qu’un point matériel, attiré proportionnellement à 
la distance et à la masse vers autant de points matériels 
fixes que l'on voudra, décrit une ellipse dont le centre 
est au rentre de gravité des points attirants. 

Newton, Principia, iib. I, prop. 64- 


SECTION III. 

MOUVEMENT DANS CK MILIEU RÉSISTANT. 

1 . Un point pesant est lance avec une vitesse con- 
nue v 0 et sous une inclinaison donnée x , dans un milieu 
homogène dont la résistance est proportionnelle à la 
vitesse. Déterminer le temps T nécessaire au mobile 
pour atteindre sa plus grande hauteur. 

Prenons Taxe des y vertical et dirigé en sens contraire 
de la pesanteur; nommons A le rapport de la résistance à 
la vitesse. 

L’équation du mouvement qui doit seule nous occuper 
est la suivante, 

d'y <ir_. 

,tt‘~ " dt' 


elle a pour intégrale 


loi: 


dy 


g + k Tt ) ~ “ 


ht 


const 


3 09. MF.CAMQl E RATIONNELLE. 

Si l’on détermine la constante par les données initiales, il 
vient 


s 4- kv, sin a 
'° 8 - ljT = ht - 


k 


de 


Or, lorsque le mobile est à sa plus grande hauteur, ou a 
dy 


dt 


par conséquent, 


>g( 


i H v, sin % 


2. Déterminer le mouvement d’un projectile pesant, 
lancé dans un milieu dont la résistance est exprimée par 
a -+- bv", a, b désignant des constantes et v la vitesse. 

Si l’on prend l’axe des y vertical et dirigé en sens 
contraire de la pesanteur, les équations du mouvement 
seront 


r 

IIP 


. . v de 

— ( a h ^) 


» 


d'y 

~ïîF 


[a+bs) d J-- 


g- 


Multiplions la première équation par d'y et la seconde 
par d'x, puis retranchons les produits. 11 vient 

(rt ie'J (<ir d'y — dy <l' x) = g ils il 1 x-, 


d’où l’on tire, eu posant 

de == ils coso> , dy — ds sin *> 


et divisant parc/f, 


i' ' a Ijy*) du — g (cosw</ !• 


i> sinwf/w) 


d’.r 

~dT ’ 
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ou 

(i) g cosui» - 1 *"*" 1 ) dv — ( a g sinw ) e - " r/« = bdta. 

Telle est l'équation qu'il s’agit d’intégrer. 

Soit R le facteur par lequel il faut multiplier le pre- 
mier membre pour le rendre une différentielle exacte. Ce 
facteur doit être indépendant de e, car le second membre 
ne contient pas e/e; par conséquent, la quantité dont le 
premier membre sera la différentielle, est de la forme 
[ï ne contenant point v. 

Égalons la différentielle de lie - ’ 1 au produit du pre- 
mier nombre par le facteur R; il vient les deux relations 


et 


K — — 


ntl 

g CUSai 


ou 


dl 1 sintur/u na dia 

__ — n — - H 

fl COSfc» g vos u 


d a ' . , no . / ir , « \ 

— = — nd. log cosm 4- — d . log tang ^ H- - y 



Il résulte de là que l’intégrale de l’équation ( 1 ) est 

il f/iCdw 
g ! COSto 


fre- 


Celte formule subsiste encore lorsque b est une fonction 
quelconque de w. Si a était une fonction de o>, il suffirait 

na 

de changer tang* ( 


;) 


en c 


- 1 
g j 


cosw 
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Ainsi la détermination de la vitesse est réduite à une 
simple quadrature. 

Pour rendre les formules plus commodes, posons 


( r. 6 i \ 


ir r 1 — i 

rostü =r , sin »i — 


r ’ 1 


il 6 > </r 

r‘ + l COS61 r 


vient 


il = 2“V ' (/■’-(- i)*, 

nb f ” ( g ~~ 1 ) . . rlr 

a n ni — vs / (r’+i) M — 

g J r 

Toutes les fois que n est un uoiulire entier positif, l’inté- 
grale peut s'obtenir sous forme finie. 

Supposons , par exemple, - = la formule de- 


vient alors 


a li 


r 1 (r’ - 1- i )" o~* = (r 2 -t- i) 

' 1 ) ' ; 


r-*" -+- const. 


Maintenant que v est déterminé en fonction de r, il 
nous est facile de donner les expressions de t , x , y en 
fonction de la même quantité au moyen des seules qua- 
dratures. Enellet, nous avons déjà trouvé les équations 


d-x dx 

— = -{« +/ ' P "' < 77 ’ 


(l * X 

>(n + bv' 1 ) du — g -j - , tir — ils cos u ; 
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on en lire aisément, 


ds 


de = 


<i'x 

HT 


v rts da 


it.r = 


dx (« bv‘) g, U 

dsd , x tls 

de dt de' <tu v' fU 


c dt* 
g cos ta 


v dr 

1F' 


2 p ’ dr 


a + b v* 


g 


g i)’ 


dy = (p 1 de 1 — dx')' ss — v 1 dr f — 4 1 1 

L g' r ‘ g'( r '+ i;’J 


v 3 (r 1 — i) dr 


Pour avoir les valeurs de t, x, j, il suffit de substituer 
dans ces formules la valeur de v en fonction de r et d'in- 
tégrer. 

Si 1 on pose 

a — o et n = o . , 


on a les formules que l’on donne dans tous les Traités de 
Mécanique. 

La réduction aux quadratures réussit encore lorsque la 
résistance est exprimée par la formule 

a + b logp. 

Au reste, cette hypothèse peut se déduire des formule.^ 

précédentes, en écrivant a — - et - au lieu de n et b et 

n n 9 

faisant ensuite n = o. C est ce que l'on reconnaît facile- 
ment, si 1 on observe que la vraie valeur de la fraction 

— î -H r" . 

pour n = o est log e. 

Jean Bernoulli fut provoqué- par Keill à déterminer le 
mouvement d un projectile dans un milieu homogène, 
lorsque la résistance est proportionnelle au carre de la 
vitesse. Il entreprit de résoudre le problème plus général 
où la résistance est proportionnelle à une puissance quel- 

20 




Digitized by Google 



3o6 MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

conque de la vitesse; bientôt il réduisit la solution à des 
quadratures, et eut la satisfaction de constater que Kcill 
ne savait point résoudre la question qu'il proposait. Ses 
recherches furent publiées, conjointement avec celles de 
son neveu ÎNicolas Bernoulli, dans les Acta eruditorum, 
Lips., 1719, p- at6(*). Plus tard, Legendre (’) apprit à 
ramener aux quadratures la détermination du mouvement 
d’un projectile, quand la résistance est égale à une con- 
stante plus un terme proportionnel au carré delà vitesse. 
On peut encore consulter, sur le problème balistique, 
Euler ( J ), Borda (*), Templeholl ( 5 ) et Moreau (*). 


Jacobi, Journal de M. Crelle, t. XXIV, p. 25 ;. 1842. 

3 . Un point matériel se meut dans un milieu résistant 
sous l’action d'une force qui agit toujours dans une même 
direction. Déterminer la loi de la résistance du milieu, 
lorsqu’on connaît la trajectoire j et réciproquement , dé- 
terminer la trajectoire, lorsqu’on connaît la résistance. 

Prenons l’axe des y parallèle à la force et dirigé dans 
le même sens; nommons x , y les coordonnées du mobile 
à l’époque t , s l’axe qu’il a parcouru, Y la force qui le 
sollicite et R la résistance du milieu. 

, Les équations des composantes tangentielles et normales 
que nous avons rappelées au commencement de ce cha- 
pitre, nous donnent 


dv 

V — 

fis 


= — R -t- Y 


dr 

7 / 7 ’ 



(*) Voir aussi J. IH.h v , Opéra, t. Il, p. 3p3. 

( 1 ) Jf r'm. de t'Acad. de Itrrlin, 178a. 

C) 1753. 

(*) >769- 

(•) lb., 1788-1789. 

(■) Journal de VÈcote Poly technique, \ l r cahipr, p. JO '1 
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ou , si l'on remplace p par sa valeur 


ils' 

d? 


± 1 . 

dx’ 


V* 


dd d\T Y 
dx 7 dx 1 


DilTérentions celle équation par rapport à x, en obser- 

ds 1 dr * .. . 

vant que -r— = i H — — ; il vient 
* dx 1 dx 1 


v 


v — 

dx dx 


1 e& d 

2 dx 1 dx 



v 


± _ Y ‘Jr 

ds ds 


1 ds d 

2 dx dx 



et , d'après la première équation , 


R 


1 ds d 

2 dx dx 



Cette formule résout le double problème que nous nous 
sommes proposé. 

Corollaire I. — Si l’on suppose en particulier que la 
résistance soit proportionnelle au carré de la vitesse et à 
la deusité D du milieu, on aura, en nommant pi une 
constante, 

dx 

R = p D r’ = fi D p — Y, 
ds 

20 . 
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et, par conséquent, 

d'y ‘i 1 y 

R dx 1 _ J_ t/x dx^ <_ / 
JTŸ ~dP ~~ ~ 2 fi ds Y dx 
dx' 

i dx d ^ 

2 u. ds dx 


D = 




Cette formule fait connaître la densité en un point quel- 
conque du milieu, lorsque Ion donne la trajectoire; et 
réciproquement, elle fait connaître la trajectoire, lorsque 
l'on donne la densité. 

Corollaire II. — Il est aisé de voir que p £ est la 

demi-corde du cercle de courbure menée par le point 
(x, y) parallèlement à l'axe des j; en sorte que, si 1 on 
nomme (] cette corde, on aura 


<-> = 2Y. 


4 


v- 


Cette formule nous montre que la vitesse du mobile est 
égale, en chaque point , à celle qu'il gagnerait en tombant 
dans le vide d’une hauteur égale au quart de la corde de 
courbure , sous l’influence d’une force égale à celle qui le 

sollicite au point considéré. 

La question qui nous occupe a été résolue d’une ma- 
nière fautive par Newton, dans la première édition du 
Livre des Principes, pour le cas d’une résistance propor- 
tionnelle au carré de la vitesse; l’erreur a été corrigée 
plus tard sur les indications de Jean Bernoulli. 

Newton, Principia, lib. II, prop. îo. 

Jean Bernoulli, Acta erud., I.ips., » 7 1 3 » 

Ope m, t. I, p. 5 1 5. 
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■ 4 . f n point matériel se meut dans un milieu résistant 
sous l’attraction d'un centre fixe. Déterminer la loi de 
la résistance , lorsque l'on connaît la trajectoire ; et réci- 
proquement , déterminer la trajectoire, lorsque l'on con- 
naît la résistance. 

Prenons le centre d'attraction pour origine des coor- 
données polaires r et 0; nommons P la perpendiculaire 
abaissée du centre sur la tangente à la trajectoire, H la 
résistance du milieu et F la force d'attraction. 

Nous avons les équations 


dv dr 

ds = ~ K ~ r ds' 



D’après la relation a — 


dr 

dV > ’ 


la seconde équation peut 


s’écrire 



Différcnliant par rapport à s, il vient 


V 


dv 

ds 


2 ds P J \ d P / 
2 P 1 ils \ d P ) 



Si l’on compare celle dernière formule à la première 
équation, on en conclut 


(Al 



Cette valeur résout le problème. 

Corollaire I. — Supposons que la résistance soit pro- 
portionnelle au carré de la vitesse et à la densité D du 
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milieu; alors nous avons, eu nommant u. une constante, 


R = f xD^ = ^DP^F, 


et, par conséquent (A), 

— (p> — 

D - — 1 ,h ' dV 1 __ _ •_ £ |qo 


(B) 


2 u clr 

' P 3 - F 
i/l> 


2 f/ ch 




Cette équation fait connaître la densité, lorsque la tra- 
jectoire est donnée, et réciproquement. 

Corollaire II. — Si l’on nomme q la corde du cercle 
de courbure qui coïncide avec le rayon vecteur, on a 



Cette relation nous fournit une remarque semblable à 
celle du corollaire II , dans le théorème qui précède. 

Corollaire III. — On tire de la formule (B), en dé- 
signant par C une constante. 


ci, 

,/P 


= C’t 


7/J fï)ds 


F 



F 


— a u . J D ds 
e 


Cette équation nous fait connaître la force d’attraction , 
lorsque la trajectoire et la densité du milieu sont con- 
nues. 


Newton, Principia, lib. II, prop. iq, 18 . 

Jean Bernoulli, Opéra, t. IV, p. 3^7 . 

5. Comme applications des deux questions précédentes, 
nous indiquerons quelques résultats auxquels on par- 
viendra sans difficulté par la simple application des for- 
mules. 
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Pour simplifier, nous supposerons la constante p égale 
à 1 unité. INous conviendrons une fois pour toutes que 
l’axe des y est dirigé dans le sens de la pesanteur. 

Un point pesant se meut dans un milieu dont la ré- 
sistance est proportionnelle à la densité et au carré de 
la vitesse. 

i°. La trajectoire est une demi-circonférence située au- 
dessus d’un diamètre horizontal , 


Ou trouve 


3 g* 


x 1 -t - jr 7 = a’. 


R= » m 1 = g y <i ' — x 7 , D= 

2 a a ^ a 7 


3 

— X 

3 


Newton, Principia, lib. II, prop. io, ex. i. 
a°. La trajectoire est une hyperbole de l'ordre n -f - 1 , 


On (i 


Il == 


y = ax - 4- 


- In a) x* 
2 v ' 


[x’" +, -t- («/* +l — nb**') 7 ]' 

Euler, Mechan., t. I, p. <400. 

6. La trajectoire est une parabole de l’ordre n , 

y — — b + ex". 

Déterminer la résistance. 

On trouve 

R — s( n ~ 2 )(* H- 

2 n ( n — 1 ) rx*~ * 
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7. Un point matériel se meut sous l'attraction il’un 
centre fixe dans un milieu dont la résistance est propor- 
tionnelle à la densité et au carré de la vitesse. 

i°. L’attraction est proportionnelle à la n‘ rmr puis- 
sance de la distance, et le centre d’action est situé sur 
la trajectoire qui est une circonférence, 

r — 2a cos 8. 


On trouve, en représentant par v l’attraction à l'unité 
de distance , 

R = ^ V (n -+• 5) r" sin 0 , 

_ i . sin 8 

D= - (« -h 5) 

a r 


2°. La loi de l’attraction est la même, et la trajec- 
toire est une spirale logarithmique dont le pôle occupe 
le centre d'attraction, 


8 = tang a log r. 


On trouve, en supposant que le mobile s’approche du 
pôle, 


R = - v (n ■+■ 3) cosa.r". 


1 cosa 

D = - (n 3 ) 

2 r 


Newton, Principia, lib. II, prop. i 5 , 16. 

8. La trajectoire est une circonférence dont le centre 
est le point attirant, et la résistance du milieu est con- 
stante. 

Soient a le rayon de la circonférence, la vitesse ini- 
tiale, h la résistance du milieu et s l’arc décrit dans le 
temps t. 
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On trouve 

v' = v! — a lis, V = - (»>’ — a ht), 
a 

A l’instant où la vitesse s’éteint , 



9. La trajectoire est une spirale logarithmique dont 
le pôle occupe le centre d'attraction, 

0 = tanga logr; 

la résistance est proportionnelle à la n‘ ,mr puissance de 
la distance au pôle. 

Soient a le rayon vecteur initial, e 0 la vitesse initiale 
et h la résistance à l’unité de distance. 

On trouve, en supposant que le mobile s'approche du 
pôle, 

(n -4- 3) cos a.n’e' -1- ih (r l,+J — a" +3 ) 

r ~ — , , . _ . . . 

( n -+- 3) cosa.r’ 

Eulf.b, Mechan , t. I, p. 44 2, 
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CHAPITRE IV. 

MOUVEMENT D’UN l'OINT MATÉRIEL ASSUJETTI A DES ■ 
LIAISONS. 


SECTION I. 


MOUVEMENT V UN POINT MATÉRIEL ASSUJETTI A llESTEIl 
SUR UNE COURBE FIXE ET PLANE. 


Nommons s l’arc de la courbe que parcourt le mobile, 
X, Y et S les composâmes de la force accélératrice paral- 
lèles aux axes coordonnés et à la tangente de la trajec- 
toire. Le mouvement est déterminé par l’équation 


(A) 


(l's _ dx dy 

dt' ~ ds 


— S, 


qui a pour intégrale première 
ds 

di 


B) 


= ’/ 


(Xdx -+- Y dy ) •+■ const. 
S ds ■+■ const. 


Quand la force est dirigée vers un centre lixe, si 1 on 
nomme F celte force et r la distance du mobile au centre, 
les équations précédentes deviennent 


(C) 

(D) 


’llf 

d? 

ds 1 
dT' 


* ' V 


v* = ± ï fFdr const. 


Le signe supérieur convient à une force répulsive et le 
signe inférieur à une force attractive. 

1 . Un point matériel, assujetti à rester sur une spirale 
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logarithmique et attiré vers le pôle par une force in- 
versement proportionnelle au carré de la distance, part 
sans vitesse initiale d’une distance égale à a. Dèter- 
miner le temps nécessaire à ce mobile pour atteindre le 
pôle. 

b 0 

Soient Iog- = — l'équation de la spirale et p l’at- 
traction à l’unité de distance. 

La formule (D) nous donne 

C' » / 1 i \ dr- dO 1 

"* = — 2 I -- dr — j.u I = - j-r 1 - — 

J a r \r a) dp dt‘ 

Or, d’après l’équation de la spirale, 

dr 


= — « 


par conséquent, 


dr 1 / i i v 

_ (r + a ») = 2U (___); 

en sorte que le temps cherché a pour valeur 




1 rdr 
y ar — 


arc cos 


\Ja 





2. Deux points pesants réunis par 
une tige rigide et sans poids peuvent 
se mouvoir sur deux droites fixes si- 
tuées dans un même plan vertical. 
\jf Déterminer la durée des petites oscil- 
;'' 0 ’ f \ laitons que le système exécute lors- 
! qu’on vient à l’écarter légèrement 


de sa position d’équilibre. 
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Soient 

P et P' les deux points mobiles; 

c leur distance mutuelle; 

m et ni' leurs masses respectives; 

x et j/ leurs distances au point de concours A des droites 
fixes; 

a et a’ les valeurs de ces distances qui correspondent à 
la position d’équilibre; 

<p et <f r les angles que la droite PP' fait avec les deux 
droites fixes; 

i l'inclinaison mutuelle de ces deux droites; 

a. et x' les angles qu'elles font avec la verticale; 

T l’action mutuelle des deux points qui est transmise 
par la tige PP'. 

Les équations du mouvement sont les suivantes, 
d*x 

ni -7— = ms cos a — T cos v » 
rir 0 Y ’ 

m' — — = m'g cos a' — T cos y' ; 


d'où l’on tire, par l’élimination de T, 


m cos y m' « os? = mg cos a cos<j>' — m'g cosa'cosip. 

Pour exprimer <p cl <j>' en fonction de x et x la géomé- 
trie nous donne les deux relations 


c cos y = x' cos / — x , 
c cos y' — x cos i — x', 


qui nous permettent d’écrire l’équation précédente sous la 
forme 


fl 1 . r 

] ~dr 


x'cos /) 


d*x' 

~îlC 


~ — mg cos a ( x' — x cos/ ) m’g cos a' (x — x' cos i ) . 
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Remplaçons dans cette formule ,r, j/, par a 4 - z, a'-+- z', 
el observons que le second membre est nul lorsqu’on y 
fait x = a, x' — u', car ces valeurs sont celles qui cor- 
respondent à l’équilibre. Il Aient, en négligeant les se- 
condes puissances des petits écarts s, z' et de leurs dé- 
rivées , 


(«) 


. , -\^ Z H I \ dz 

— /nia — a cos/ ) — 1- ni la — a cos/ J — — 

v ’ th ' 1 J ih‘ 

— — m S (0 sx ( z' — 3 cos/) 4- ni' g cos a' (s — z' cos/). 


Or on peut exprimer z' en fonction de z, car on a l’é- 
quation 


c 2 = a’ 4- a' 1 — 2 aa' cos i — (a 4- 3)’ 4- ( a' 4- z') 1 
— 2 (a 4- z) (a‘ 4 - z' ) cos/ , 


laquelle devient, en négligeant les secondes puissances 
de z et de z ' , 

(2) (fl — fl' COS/) 3 4 - (fl' — « cosi) z' = O. 

On pourrait maintenant éliminer z' de l’équation (1), 
puis intégrer, et le problème serait résolu. 

Cherchons la longueur l du pendule simple qui oscille 
dans le même temps que chacun des deux points de notre 
système. 

Soient A, A', h des constantes. La théorie du pendule 
nous donne pour z et z ' des valeurs de la forme 



Si nous substituons ces valeurs dans les équations (1) et (2), 
et que nous éliminions du résultat le rapport — > nous 
obtenons 

ni [a 1 — n cos/')’ 4- ni' (a — a' cos/')’ 

[ma cos x 4- m'a' cos a' ) sin’ / 
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en sorte 


que la durée d’une oscillation Tt 


est connue. 


La longueur/ est susceptible d’une construction simple. 
En elïet, supposons les points P et P' dans leur position 
d’équilibre; par chacun de ces points, élevons une per- 
pendiculaire sur la droite qui dirige son mouvement. 
Soit O l’intersection de ces deux perpendiculaires. Proje- 
tons le contour PAP'OP sur chacune des droites AP, AP; 
il vient 


OP'sini = a — a' cosi, 


OP sini — a ' — a cos /. 


D’un autre côté, si nous nommons h la distance du centre 
de gravité des poids P et P', dans leur position d’équi- 
lihre, à la droite horizontale qui passe au point A, nous 
avons 

( m -h m') h — ma cos a -+■ m'a' cos a'. 

Ces valeurs, substituées dans l’expression de /, nous 
donnent 

_ m OP -+- m' OP' 

( m -f - m') h 

11 est aisé de construire celte valeur par les méthodes de 
la géométrie élémentaire. 

W. W. 


3. Un point, matériel, assujetti à rester sur une droite 
donnée, est sollicité par une force dirigée vers un centre 
fixe et fonction de la distance à ce centre. Trouver la 
durée des petites oscillations que le mobile exécute , lors- 
qu’on vient à l’écarter légèrement de sa position d’équi- 
libre. 

Soient 

a la distance de la droite au centre des forces: 
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r la distance du mobile à ce centre ; 
x la distance du mobile au pied de la perpendiculaire 
abaissée du centre sur la droite; 
f (r) la force correspondante à la distance r. 

Prenons pour unité de masse celle du point mobile. 

Le mouvement sera représenté par l’équation 


(0 


d X 1 

di 


i—fm 


dr -t- const. 


Si nous négligeons les quantités du troisième ordre en x, 


dx* 


dans la-valeur de — i f (r) = f (\J a* -+- x * ) doit être rem- 
placé par f (a) sous le signe J > et, par conséquent, 


dx' 


J.Y = — 2 rf(a) -l- const. 


dt 


Nommant t la valeur initiale de .r, cette équation peut 
s’écri rc , 


= 2 /(") (v^a* H- — V / a , -+- *’) = 2 /( 11 ) ■ 

On en tire 



en sorte que la durée d’une oscillation est 
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Si , par exemple, la force esl «ne attraction proportion- 
nelle à la distance, on a 


T = 


v£’ 


u étant l'attraction à l’unité de distance. C’est un résultat 
donné dans la Mécanique d’Euler, tome II , page 91 . 

Les formules générales qui précèdent supposent que 
f(a) n’est pas nul. Si cette condition n’était point rem- 


plie, il faudrait, dans la valeur de conserver des 

puissances de x supérieures à la seconde, et les résultats 
seraient changés. 

Ce cas se présente, eu particulier, lorsque la force cen- 
trale est le ressort d’un fil élastique lié, d’une part au 
point mobile, d’autre part au centre fixe. 

Soient T la tension du fil et X son coefficient d’allon- 
gement (')-, supposons que la longueur naturelle du fil 
soit égale à la distance du centre à la droite. 

Nous avons 


d’où 


d’ailleurs, 


/(r) = T, r = «(H-XT); 




xdx 


rzx^a'- 1- x’, dr — 

Substituant ces valeurs dans l’équation (1), il vient 

L=-±J x[l-fl(fl> + x’)" T ]rf.C. 


dx 2 

dp 


(•) Voir p. i33. 
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Or, si l’on néglige les quatrièmes puissances de .r, 


- JL; 


par conséquent, 


dt p* i r , , i , 

= / x'rtx — — ( — x'), 

f // 1 >« 3 J 


I dx 

dt — — 2 a y in ■ 

y s' — 


Posons 

Alors, 
dt = 


X = S COS5 


’ a 


* -+- cos’ Ÿ 


a a 

— - y il a — — 


rf 7 


T = T' /,1 “i’ 


y/ « - z sin ’ ? 


v/'“ï si 


sin’ 7 


L’intégrale définie est une fonction elliptique de pre- 
mière espèce dont le module est —• 

V 2 

. w. w. 

4. Deux points A et B étant donnés sur une même 
droite horizontale, trouver, dans le plan vertical mené 
par ces deux points, le lieu d'un troisième point P tel, 
que la somme des temps nécessaires à un point pesant 
pour parcourir les droites^ AP et BP, lorsqu'on le pose 
successivement en A et B sans vitesse initiale, soit égale 
à une quantité donnée k. 

Prenons l’origine des coordonnées sur la droite AB, à 
égale distance des extrémités, et dirigeons J’axe des y dans 
I. 21 
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le sens de la pesanteur. Soient x, y les coordonnées du 

point P et a a la distance AB. 

Les formules du mouvement sur un plan incliné nous 
donnent de suite l’éc^tion 


[ ,r'+ ( a — • g ) 1 ~j T + ( a -t- J)’ ! k 

& J L J 

Elevons deux fois au carré pour rendre l’équation ration- 
nelle, et posons 

i k'g = 4 c. 


Il vient, après des réductions faciles, 


(E) 


r 1 — cy -+- a 

x 1 = cy 

(O — CY 


i • 


Cette courbe se compose eu général de deux branches, 
l’une tangente à l’origine à l’axe des xet asymptotique à 

la droite y — — , l'autre située au delà de cette dernière 

fi 

droite et formant une sorte d’ovale. Celle seconde branche 
seule convient à notre problème; pour qu’elle existe, il 
faut que c soit plus grand que na. La première branche est 
le lieu des points P tels, que la différence des temps em- 
ployés à parcourir les droites AP, BP est égale à la con- 
stante k. En effet, si l’on rend rationnelle l’équation • 


• I 


r 7 ’+(«-x)n T _ 

y* + (a -t- jj ,- l 1 

. ■+■ 

1 rr / * 

— 1 

1 « 



ou arrive encore à la.formule (E). 

Fcss, Mém. de ï Acad, de Saint-Pétersbourg, 1819. 
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S. Déterminer la courbe sur laquelle doit glisser un 
point pesant , pour qu'il descende de hauteurs égales 
dans des temps égaux. 

On supposera que ta tangente à F origine des arcs par- 
courus est verticale. 

Prenons l’origine au poinloùlemouvementcommence, 
et l'axe des y vertical dirigé de haut en bas. Soit (5 la hau- 
teur verticale que le mobile parcourt dans l’unité de 
temps. 

IVous avons 

ris ! 

Jf, = + const., 


fis 1 dy'- ! <ix'\ <i y 1 

.&dT* - {' + + const 

Or, à l’origine du mouvement, ^ = jS , d’où il suit que la 

constante est égale à (3’; d'ailleurs, par hypothèse, on a 
toujours 


par conséquent , 


dt 


= P, 


rix ’ 

?dï> = 2gr ' 

‘!± — {±Ê J 

dy 3 J ' 


3p J 

3 

ha courbe est une parabole de degré - : son axe est l'axe 

des j, et son point de rebrojtssemcnt est à l’origine. On 
l’a nommée Isochrone. 

Leibnitz défia les disciples de Descaries de résoudre ce 
problème par les méthodes de leur maitre , sans employer 

ai . 
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le calcul différentiel. Eu effet, ils ne purent y arriver. 
Alors Huyghens ('), Leibnitz (’) cl Jacques Bernoulli (*) 
publièrent différentes solutions, les premières synthéti- 
ques, la dernière analytique. 

0. Un point materiel se meut sur une courbe avec une 
vitesse constante. Quelle doit être la courbe pour que la 
vitesse estimée suivant une droite donnée croisse d'une 


manière uniforme? 

Soient (3- la vitesse du mobile sur la courbe , c l’accrois- 
sement de la vitesse dans l’unité de temps suivant la droite 
donnée. Prenons cette droite pour axe des x, et le point 
où elle rencontre la courbe pour origine des coordonnées. 

Nous avons 


r/x’ dy 7 
dt 1 dt ’ 



et 



d’où l’on tire, par intégration, 


Éliminons dt entre cette dernière équation et la pre- 
mière. Il vient 

J “( ,+ ë) = P'. 

■ „ P 1 

et si 1 on pose , 

dy _ k jla — x 

,lx~ \ X ’ 

a — x , 

y — a arc cos — — - y a ux — x’. 


'(') Nouvelles de la République des Lettres, octobre 1687. 
(’) Acta ei-ud., Lips., 1(89, p. 19(1 et suit. 

(_') lb., ifipo, p. 317. 
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C cst 1 équation d’une cyclo'ide dont le cercle générateur 
a pour rayon «, etTouIe sur la droite x — 2 a. 

Cette propriété de la cycloïdc résulte d’un, travail 
d’Euler, qui fait partie des Mémoires de l' Académie de 
Saint-Pétersbourg, t. X, p. 7. On trouvera des détails 
historiques sur cette question dans les Bulletins de l'Aca- 
démie des Sciences de Bruxelles, t. IX. 

7. Un point pesant est 
lancé avec une vitesse 
connue, dans une direction horizontale AO. Quelle 
est la courbe sur laquelle le point doit se mouvoir pour 
que sa distance au point fixe O décroisse d'une manièie 
uniforme? 

Soient r la distance du mobile au point 0 , 6 l’angle que ' 
ce rayon vecteur fait avec la direction OA et /3 la vitesse 
initiale. 

On a, d’après l’équation (B) placée au commencement 
de ce chapitre, 



tir* d 0 ! 

h r’ — 

df dt 1 


= p' 4- a gr sinO, 


dr 

dt 


dF') = t 


-+■2 gr sitlO. 


Or, à l'origine du mouvement , 9 = o , ^ = o, — = j3 ; 


dr 


d’ailleurs — est constant par hypothèse. Par conséquent 


l’équation du mouvement sc réduit à la forme simple 
dr d 9 

y V y/sin 0 


On en tire, en nommant a la valeur initiale de r. 
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Toile est l’équation de la courbe. 11 faut nécessairement 
employer les quadratures pour la construire; car l’inté- 
grale qui ligure dans l’équatiou ne peut s’obtenir sous 
forme finie, elle dépend des fonctions elliptiques. La 
forme de la courbe est celle de la ligure ci-jointe; elle 
comprend la droite AO. Sur la première moitié de la 
courbe le mobile s’approche uniformément du point O; 
sur la seconde moitié, il s’éloigne uniformément. 

Leibnitz proposa ce problème aux géomètres de son 
époque, et nomma la courbe P aracentrique Isochrone. 
La question parut difficile, car la première solution se 
fit attendre pendant cinq années; elle est de Jacques Ber- 
noulli et parut dans les Acta erucUtorum , Lips., 1694. On 
trouvera une généralisation de cette question et plusieurs 
autres problèmes du même genre, dans un travail de 
Varignon, qui fait partie des Mémoires de 1 ' Académie 
des Sciences de Paris, 1699, p. 1 . 

8. Trouver une courbe telle, qu’un point pesant P 
posé sur cette courbe en un point donné O, parcoure 
l’arc OP dans le même temps qu’il mettrait à parcourir 
la corde. 

Soient r la distance du mobile au point de départ, 
9 l’angle que ce rayon vecteur fait avec la verticale et 
s l’axe parcouru. 

On a 



par conséquent, le temps employé à parcourir l'arc s 
est 
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D'ailleurs le temps 
. corde est égal à 
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qui serait employé 
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à parcourir la 


Écrivons que ces deux temps sont dans un rapport donné 
a, le problème sera plus général; puis difTérentions l’é- 
quation résultante par rapport à 0. Il vient 

( a 1 — Ocos’O^- 4 - ?.a’sin0cos9 r^- -+- fa’sin’ S — cos’0} ^= 0 . 
' rf9> UO 

Celle équation est hoinogène en r et — \ on pourra donc 

l’intégrer. Pour cela, il suffit de diviser par r’, et de 
poser 

1 <lr _ 
r M ~ *’ 


alors on aura une équation du second degré en z que 
l’on résoudra. 

Soient 

3=/( 6), 


les deux racines. 
Puisque 



l’intégrale générale de l’équation proposée sera 
r = Ce /A 9 )d 9 +C , e ff{e)d \ 


C et C' étant deux constantes arbitraires. 

Supposons maintenant que a soit égal à 1’unité. L’équa- 
tion différentielle devient 

r ilr cos ?.0 

rdQ sinaS 
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et si l’on intègre, on trouve l’équation 


logr r= - log sinaO 4 - - loge, r 1 = e’sin 2 0 , 

dans laquelle c est une constante arbitraire. 

On voit que la courbe est une lemniscate Je Jacques 
Bernoulli, qui a son centre au point de départ, et dont 
l’axe fait un angle de 4'5 degrés avec l’horizon. 

Nous devons cette propriété de la lemniscate à Saladini 
( Mcmorie dell' Instiluto Nazionale Italiano, t. I, p. a). 

La généralisation que nous avons indiquée est de 
M. Serret [Journal de M. Liouville, t. IX, p. 28 ; 1 844 ) - 

9. Un point matériel assujetti à rester sur une courbe, 
part du repos et se meut en vertu d’une force dirigée 
vers un centre fixe et proportionnelle à la distance. 
Quelle doit être la courbe pour que le temps employé à 
décrire l’arc soit égal au temps que le même mobile em- 
ploierait à décrire la corde P 

Soient 

s l’arc parcouru à partir du point de départ O; 
a la distance du point O au centre d’attraction ; 
p la distance du môme point au mobile ; 

9 l’angle des deux droites a et p', 
r la distance du mobile au centre d’attraction. 

On a 


tir 


— = — 2 Jrtlr 4 - const. = (a 2 — r’). 


Or 


par conséquent, 


r* — p 1 4 - a’ — ittf cos 0 ; 


ris 1 

— = t a ap cos 8 — p’. 
dt 


Considérons d’abord le mouvement sur la corde. 11 nous 
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faut poser ds = d p, et considérer 9 comme une constante. 
Il vient 


-X 


dp 


o y^2apcos8 — p 1 


= arc sin 


— a cos 9 jt 

a co s 9 2 


Si maintenant nous considérons le mouvement sur la 
courbe, nous avons 


ds = ^dp~' p 1 d O 1 , 

! \dp 7 -+- p' dO 2 

J \ffa p cos 9 — p’ 

Egalons ces deux valeurs du temps, et dilférentions lé- 
quation résultante par rapport aux deux variables p et 0. 
11 vient • 


cos 9 dp H- p sin 9 dQ 
cos 8 


V'r/p' + f'rf8'i 


d’où l’on tire, en élevant au carré, 


a tang8tfp = p(i — tang’G) dd, 
do 

— ’ - = cotîOrfG, 
f 

p 7 — c 7 sin 2 9. . 


La courbe est une lemniscate, comme dans le problème 
précédent. 

Ossiax Bowxf.t, Journal de M. Liouville, t. IX, p. 1 1 6 ; l844- 

10. Trouver Y équation différentielle des courbes tau- 
tochrones pour un point sollicité par des forces qui agis- 
sent. dans un même plan. 

t)n nomme taulochrone une courbe telle, qu’un point 
matériel, qui part du repos et sc meut sur cette courbe 
sous l’action de forces données, emploie le même temps 


Digitized by Google 


33o mécanique rationnelle. 

pour atteindre un point détermine, quel que soit le point 

de départ. 

Soient 

A le point où se termine le mouvement; 

B le point de départ; 

s l’arc qui sépare le mobile du point d’arrivée A, 
compté à partir de ce dernier point; 

a la valeur initiale de l’arc s ou l’arc AB; 

S la force motrice estimée suivant la tangente à la 
courbe dans le sens du mouvement et exprimée en fonc- 
tion de l'arc. 

Nous avons 



en sorte que la durée du mouvement est 



Cette quantité doit être indépendante de a, en d’autres 
termes, l’intégrale indéfinie 



doit devenir indépendante de « lorsque l’on y pose s = a. 
Or, pour cela , il est nécessaire que f(<x, a) soit homo- 
gène et de degré o par rapport à a; nous pouvons donc 
poser 
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Si l'on élève au carré et que l’on diÜ'érentie par rapport 
à s, il vient 


— S ils = ri . 


KO? 


Celle équation doit convenir à la courbe tautochrone; or 
l'équation de la courbe ne saurait dépendre de «, par 

conséquent p — . est indépendant de a, ce qui exige 

K0J 

que l’on ait 


KO] =7 xcods, - ; • 


d’où 


S = As, . 


A désignant une constante indépendante de «. 
Il suit de là , 


T 




7 r 




il S 7T* 

rfi 4 t ’ 
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ou, si l’on exprime S en fonction de l'abscisse x, 


= * /, + d Jl. 

rix 4r 3 V <ix' 

Telle est l’équation différentielle des courbes tauto- • 
chroncs. 

Huyghcns, le premier, s’est occupé des courbes tauto- 
chrones; il démontra que la cycloïde est tautochronepour* 
un mobile soumis à la seule force de la pesanteur [llo- 
rolog. Oscill., P .* 11 , prop. 25 ). Le problème inverse, qui 
consiste à déterminer directement les courbes tauto- 
ebrones , fut attaqué d’abord par Mewton dans le livre des 
Principes , lib. I, prop. 53 . Plus tard, Euler s’en est 
occupé dans les Commentaires rie Saint-Pétersbourg, 
1729, et dans sa Mécanique, t. II, p. 21 1. 

II. Trouver les courbes lautochro- 
nes pour une force dirigée vers un 
centre fixe et proportionnelle à la dis- 
tance. 

Soient 

« l’attraction à l’unité de distance; 

/■ le rayon vecteur; 

9 l'angle que la tangente à la courbe fait avec le rayon 
vecteur ; 

P la perpendiculaire abaissée du centre sur la tan- 
gente. 

O11 a 

S = ftreosy ; 

en sorte que l'équation de la courbe est, d’après le pro- 
blème précédent , 

fi rl (rcos?) ji’ 

rts 4 T ’ 
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ou, si l’on observe que cos fris = dr, 


On en tire 


7T 1 

pr cosy d (rcosy) = ^— | rdr. 

ir’ 

fir’ cos’ y = /•’ -f- const., 

ft (r* — P*) = 7— t r’ -+- fonst. 


Nommons c la valeur de P qui correspond à o = -■ 


La constante aura pour- valeur — y~r' et tious aurons 


(F) 




Telle est l’équation de la courbe. 

Examinons les différents cas qui peuvent se présenter. 

i. — L’équation (F) représente Yépitycloïde 

que décrit un point d'une circonférence, lorsque celle-ci 
roule intérieurement sur une autre circonférence fixe 
dont le centre est au centre d’attraction. 

En effet, soient R le rayon du cercle fixe, p celui dti 
cercle mobile, m le point décrivant, n le point de contact 
des deux cercles et O le centre d’attraction. 

La normale à l’épicycloïde au point m est la droite tnn 
(p. 180), et, suivant que R > ou < a p, on a, avec le 
signe supérieur ou avec le signe inférieur, 


R 1 = r’ •+- mn dr 2 

’nn _ _p. ap 

P — ~R — ap’ 


mn.r siuy , 
P = rsiny. 
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Ou 1*11 tire, par l'élimination de mn et de si il o , 

R»=r» + P»rr- 4P - t + --^ P -1i 
L ( r ■ — 2 p y ii — 2 pJ 


r, / “R’ \ F RL 

** V 4*p-4e') r 


iR-ap)» 


4 P’ 


jr y R o — f 1 


équation qui coïncide avec la formule (F), quand on pose 

et c> = (R — 2 p)’; 

alors aussi la condition R ]> p, nécessaire pour une épi— 
eycloïde intérieure, revient à - , ■ "> i . 

J 4 T F 

L’extrémité commune des arcs qui sont parcourus dans 
le même temps répond à <p = o et r=P = c; car un 
point matériel placé à cette extrémité do'it ÿ rester en 
repos. 

Celte propriété de l’épicycloïdc était connue de Newton 
•{Principia, lib. I, prop. 5 a). 

7-^— = i . — L’équation (F) se réduit à P = c; elle 
4 T F. 

représente une droite située à la distance c du centre d’at- 
traction. 

ÎT 1 

' — <" i . — L’étude de ce cas est moins facile. M. l’ui- 

4 t ’f 

seux a démontré que la courbe est une spirale formée de 
deux branches symétriques, s’éloignant indéfiniment du 
centre fixe, et qui jouissent de cette propriété d’étre sem- 
blables à la développée de leur développée ( Journal de 
M. Liouville, t. IX, p. 4 <6 et 392; 1 844 ) - 
Supposons maintenant que c soit nul. 


4 T 1 f 


> 1 . — La courbe est imaginaire. 


Tfl 


1 . — La courbe est une spirale logarithmique. 
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En effet, uumnions a l’angle constant qye la tangente 
à cette spirale fait avec le rayon vecteur; nous aurons 

P ! = r' sin’ a, jiP 1 = (p — ftcos’ a)r J . 

Il en résulte cpt’un mobile assujetti à rester sur une spi- 
rale logarithmique et attiré vers le pôle par une force 
proportionnelle à la distance, emploie toujours le même 
temps pour arriver au pôle, quel que soit son point de dé- 
part; ce temps est égal à — -• 

2 cos a 

Enlin considérons le cas où la force centrale serait ré- 
pulsive. 

J1 faut changer le signe de u dans la formule (F); 
alors elle nous représente toujours une épicycloïde dont 
le cercle mobile roule extérieurement sur le cercle fixe. 
Les calculs sont les mêmes que pour la première épicy- 
cloïde, sauf le signe de p qui est changé. 

La formule (F) est en réalité une équation différen- 
tielle; si l’on veut la mettre sous la forme ordinaire en 
usant des coordonnées polaires r et .O, il suffit de substi- 
tuer à P sa valeur 

r'd 9 • 

r sin ® = 

qdr' -t- r’rfO’ 

On trouve ainsi ■ 



formule que l’on intègre sous forme finie, .en représen- 
tant le radical par une variable auxiliaire. 

Euler a traité ce' problème dans sa Mécanique, t. II, 
p. 208. 

12. Déterminer directement les courbes lauto.chroncs 
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pour une force qui est perpendiculaire à une droite fixe . 
et proportionnelle à une puissance de la distance à cette 
droite. 

Nous supposerons que la droite fixe passe par l' extré- 
mité des arcs qui doivent être parcourus dans le même 
temps. 

Prenons l’axe des y sur la droite fixe et l’axe des x di- 
rigé en sens contraire de la force. 

Soient px" la force à la distance x et h la valeur de x 
au point de départ. 

Nous avons 

ds- la ' 

— —- = 2u I x*dx=z C_ (/,»+■ _ X »+'V; 

dt’ r J r n -+- i 


en sorte que le temps employé pour arriver à l’origine 

est • • 



11 s’agit'de trouver l_cs valeurs de s en fonction de x qui 
rendent cette intégrale indépendante de h. 

Posons 
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I — fi 



O11 doit avoir 



or celte condition, qui doit être remplie pour toute va- 
leur de h , exige que y [lui) soit identiquement nulle; 
autrement on pourrait prendre h assez petit pour que 
■y {/tu) conserve le même signe dans toute l'étendue do 
1 intégrale, et alors l’intégrale, ayant tous ses éléments 
positifs, ne saurait être nulle. Ce raisonnement suppose 
seulement que y {x) n’est pas de l’espèce de ces fonctions 
singulières qui changent de signe une infinité de fois, tan- 
dis que la variable x parcourt un petit intervalle dans le 
voisinage de o ('). 

Ainsi l’on a 


y (x) — o , -ji (x) = const. = k , 

n — 1 

kx Q 


ds 


/ 


»' w = s = V ' 


df _ 
rfx 


± 

rix 


— — 1 Ox* -1 . 


Telle est l'cqua lion différcnliellcdes courbes tautochroncs. 


(') xsin - est un*? de ces fonctions singulière*. 
x 

I. 


23 
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On voit que « — i doit être négatif, sinon 

imaginaire pour de petites valeurs de T. 

Soit 


<0 

— serait 

<l.r 


n — i = — ni , 


ru sera positif, et l’on aura 

. j k l — r* 

d > = =*= y — — t,x - 

Le second nombre est une di lièrent ici le binôme que I ou 
intégrera par les méthodes connues. 

Lorsque 

/// “ o , OU n = i , 


on a une ligne droite parallèle à la direction des forces. 
Lorsque 


m — i , on n — o. 


on a une cycloïde. 11 en résulte que, pour les corps pe- 
sants, la cycloïde est la seule courbe taiitochrone i/ans 
le vide. 

Quand 

III — 7. , OU II — — I , 


l'équation peut encore s’intégrer en quantités finies, mais 
elle ne répond pas au problème, car la valeur n = — t 
est exclue de notre première intégration. 

Enfin, si l’on admet que tu ail une valeur fraction- 
naire -, l’équation de la courbe s'obtiendra sous forme 

finie toutes les fois que - sera un nombre entier, ou un 
P 

nombre entier augmenté de *• Posant, par exemple, 



llll 


i 
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nous obtenons la courbe 
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x 1 -h ri = />. 

Toutes ces courbes sont tangentes à la droite-fixe prise 
pour axe des y ; elles coupent à angle droit la ligne 

x = k m et 11 e s’étendent pas au delà. 

13. Considérons une série de courbes semblables et 
semblablement placées, qui passent toutes par un même 
point A , et proposons-nous de trouver le lieu des extré- 
mités des arcs qui seraient parcourus dans un même 
temps, par un point pesant posé sans vitesse initiale au 
sommet commun A et assujetti à décrire successivement 
les diverses courbes. 

Le lieu géométrique ainsi défini porte le nom de courbe 
synchrone par rapport à la série des courbes sem- 
blables. 

Soient pris le sommet A pour origine des coordonnées 
et la verticale dirigée dans le sens de la pesanteur pour 
axe des x. Nommons r le temps que le mobile emploie 
pour atteindre la courbe synchrone, s l’arc qu'il décrit 
daus ce mouvement et .r l’ordonnée de l’extrémité de 
cet arc. 

•On a 


= I 


Js. 

1 n K r 


OU 


/ 


Ujr 

ttx 1 -, 

ttx . 


riy 


Dans celte formule, on remplacera — par sa valeur en .v 


as . 
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tirde de l'équation commune aux courbes semblables, 
la(|iiclle contient un paramètre arbitraire ci\ on inté- 
grera, puis on éliminera le paramètre a entre le résultat 
obtenu et l’équation îles courbes semblables ; l'équation 
résultante représentera la combe synchrone. 

Le plus souvent l’intégration dont on vient de parler 
ne pourra s'effectuer eu quantités finies; alors il convient 
île modifier la méthode. 

L équation commune aux courbes semblables est de 
la foi me 



admettons, pour plus de clarté, qu’on l ait résolue par 
rapport à - • et soit 



,*>i Ion pose 


.r 

a 


' sera une fonction de z indépendante de n. et 

tlx 1 

aura 


1 on 
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Da ns les forpiules, ou donnera successivement à z dif- 
férentes valeurs, et l’on calculera par les quadratures les 
coordonnées x, y des points correspondants tic la courbe 
synchrone. 

Le problème de la courbe synchrone est dû à Jean Ber- 
noulli (*)•, F.uler l'a discuté dans sa Mèchaniquc (t. JI, 

B- 47)- 

1 t. Un point matériel , assujetti à rester sur une 
courbe plane , est sollicité par des forces situées dans le 
même plan et données à volonté. Déterminer quelle doit 
être la forme de la courbe, pour que le temps employé 
par le mobile à parcourir ta distance qui sépare deux 
points ilonnés, soit un minimum relativement au temps 
qui lui serait nécessaire sur toute autre courbe. 

La courbe ainsi définie se nomme brachy slochronc. 
relativement au système de forces. 

Soient X, Y les coordonnées du mobile, s l are qu’il a 
jiarcouru à l'époque teix.fi les valeurs de x correspon- 
dantes aux deux points donnés. 

(*) Acta crud., Lipi., 1697, p. 206. 
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On a 


par suite, si l’on pose 



I» 



la durée du mouvement entre les deux point?, donnés 
sera 



+ P' d.r. 

V 


11 faut déterminer la relation qui doit exister entre les 
coordonnées x et y, pour que cette intégrale soit un 
minimum ; cette relation sera l'équation de la bracliys- 
tochrone. 

Nous résoudrons ce problème par le calcul des varia- 
tions. 

Soit 



Concevons que dans \ la vitesse v soit exprimée en 
fonction de x et de y, et nommons M et ]\ les dérivées 
partielles de \ par rapport à y et />. I.a méthode des vai ia- 
tions nous donne la formule 


(*) 


M - - = o, 


ri N 


dans laquelle ~ représente la différentielle totale de N 


par rapport à ,r. 

l’our exprimei cette formule en fonction des coordon- 
nées x , y, nous avons d’abord 


M = y' i j) 1 


rit 


Digitized by Google 



DXHAM1QIK. ^43 

d’ailleurs, si nous représentons par X et ^ les compo- 
santes des forces suivant les axes, nous avons 


(a) 


rdc — X il. r -t- Y il y ; 


en sorte que la dérivée partielle — est égale à - • 
1 rlr c 


résulte 

(3 J 

Nous avons encor» 


» v ; V ih 

M = -, S 1 +/''= — 


île 


N - 


i <b 


1 V 


p V 1 /' 

tl N I r/l» dv I d / dy \ 

d e v ! d e de v dx 1 de ) ’ 

ou, puisque la dillerentielle totale y est égale à 

r (“-■*£) 

en vertu de I équation (a) . 

,/ dû _ i / v fl j\dr 1 d /dy\ 

14 ' dl ~~7 (* + Y Tx ) Te + T de 


Substituant dans. la formule (i) les valeurs données pâl- 
ies équations (!f) et (4), il vient 


d 

de 


t(±) = X*I - Y 

U \ds J de 


dx 
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ou, ce qui est la même chose, 



Cette équation différentielle du second ordre représente la 
lirachystochrone. Les deux constantes qu’introduira l'inté- 
gration permettront de faire passer celte courbe aux deux 
points donnés; alors le problème sera complètement résolu . 

Quand on écrit l’équation ( 5 ) de manière que les deux 
membres soient positifs, le premier membre est égal à 

la force centrifuge -? p désignant le rayon de courbure, 
P 

et le second membre est égal à la somme des forces appli- 
quées, estimées suivant la direction de la force centrifuge. 
L’égalité de ce» deux quantités constitue une propriété re- 
marquable des brachystochroucs découverte par Euler ('). 
Elle nous servira dans la question suivante. 

La recherche de la brachystochrone pour un point 
pesant fut mise an concours par Jean Bernoulli (*), au 
mois de juin de l’année 1 696 : six mois étaient accordés 
pour résoudre le problème. Leibnitz ( 5 ) le résolut pres- 
que aussitôt, et communiqua sa découverte à Bernoulli. 
Comme aucune autre solution ne parvint an temps fixé, 
le délai fut prolongé jusqu’à Pâques; alors parurent les 

(‘) Meehan t. II, prop. \i. 

(*) Acta crud.> Lips., i6f)G, p. itxj; 1697, p. ioÿ.— Ménioii es de I Acad 
des Sciences tic Pans, 1718 , p. a 36 . — Ope/ a, I. Il, p. 766. 

(•) T omnteicium epistolicum Lcih. ci Bcrn, epist. i$.—Acta crud., Lips. , 

1697, p. 3 o3. 
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solutions de Jacques Bernoulli ('), de l'Hôpital (’) et une 
solution anonyme de Newton (’). 

15. Trouver la brachy stochrone pour une force dirigée 
vers un centre fixe et proportionnelle à la ilistanec. 
Soient 

r la distance du mobile au centre d'attraction ; 

9 l'angle que le rayon vecteur l'ait avec la tangente a 
la courbe ; 

p le rayon de courbure ; 

P la perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente ; 
p l’attraction à l imité de distance ; 
a la valeur initiale de r. 

I. attraction estimée suivant la normale est 

|ir siny, ou jiP; 

par conséquent. 


P» 



D’ailleurs, la vitesse initiale étant nulle, on a 



rdr — p (fl’ — /•’); 


eu outre, la force étant attractive, la courbe doit tourner 
sa convexité vers le centre des forces; nous avons donc 
avec le signe convenable la relation géométrique 

dr 

t = - r W 

Substituant ces valeurs dans la première équation, il vient 


rfP 

T 


rtlr 

a' — /•’ 


C) Acta crud., Lips>., 1697, p. il J. 

(*} p- J17. 

(M l*htlos. Transac ., 1697, n° 3 î/| , p. 389 


34<i 

d'où 
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log P = - log (n* — r-) +■ const., 

P ! = C’ ( a > — r 3 ), 

C est une constante. 

Comme on l'a vu ((>. 333), cette équation représente 
. une épicycloïde que l’on peut décrire en faisant rouler un 
cercle mobile dans l’intérieur d’un cercle fixe décrit du 
centre des forces comme centre avec un rayon égal à a. 

Si la force centrale était répulsive, on arriverait à l'é- 
quation 

P 3 = C 1 (r J — a’), 


laquelle représente une épicycloïde dont le cercle généra- 
teur roule extérieurement sur le cercle fixe. 

Au reste, si l’on veut obtenir l’équation de la brachys- 
tochrone dans le système des coordonnées polaires r et 0, 
il suffit de remplacer P par sa valeur 



d 0>\ J 
dr‘ ) ’ 


d'intégrer et de déterminer les deux constantes par la con- 
dition que la courbe passe aux deux points donnés. 

Ecler, Mechan., t. II, p. tpi. 

Le problème suivant se ramène au mouvement d’un 
point matériel sur une courbe fixe. 

16. Un point matériel est attaché à l'extrémité d’un 
/il sans masse, situé dans un plan horizontal et parfaite- 
ment uni. Déterminer le mouvement du point lorsque 
l’autre extrémité du fil est entraînée sur une courbe 
donnée, avec une vitesse connue, et que le fil reste tou- 
jours tendu. 

Pour résoudre ce problème, nous allons d'abord déter- 
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miner le mouvemenl du point relativement à l'extrémité 
du (il; ce sera le mouvement d'un point matériel sur un 
cercle Gxe. Ensuite il nous sera facile de passer au mou- 
vement absolu par les formules de la transformation des 
coordonnées. 

D’après le principe du mouvement relatif, nous devons 
considérer le point comme sollicité par une force accéléra- 
trice F, égale et contraire à celle qui srrait capable de pro- 
duire le mouvement réel de l’extrémité considérée comme 
fixe, si cette extrémité était un point matériel libre. 

Premier cas. — L’extrémité du fil décrit une ligne 
droite d'un mouvement uniforme. 

Ici F=o; par suite le point matériel tourne d un mou- 
vement uniforme autour de l’extrémité du fil. 

Soient / la longueur du fil, w sa vitesse angulaire et u 
la vitesse de l’extrémité qui parcourt une ligne droite. 

Si u = /m, le point matériel décrit une cycloidc dans 
son mouvement absolu; le rayon du cercle générateur 
est /, et ce cercle roule uniformément sur la directrice. 


Si , le point matériel décrit une cycloïdc allongée 


dans son mouvement absolu; c'est-à-dire que sa trajec- 
toire est celle d’un point pris sur le prolongement du 
rayon d’un cercle qui roule sur une droite. Ici la distance 
du point décrivant au centre du cercle est /, le rayon est r, 
et le cercle roule d’un mouvement uniforme. 


Si u 


l M 


le point matériel décrit une cycloïde rac- 


courcie dans son mouvement absolu: c’est-à-dire que sa 
trajectoire est celle d’un point pris sur la longueur du 
rayon d'un cercle qui roule sur une droite. Les autres 
circonstances du mouvement sont les mêmes que dans 
1 hypothèse précédente, si ce n’est que r est plus grand 
que /. 
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Deuxième cas. — L’extrémité du fil décrit une ligne 
droite il’ un mouvement uniformément accéléré. 

Ici la force F est constante en grandeur et en direction; 
par conséquent, le mouvement relatif du point matériel 
sera de même nature que celui du pendule simple. 

Troisième cas. — L’extrémité du fil décrit une cir- 
conférence d'un mouvement uniforme. 

Soient p le rayon de cette circonférence, a la vitesse 
angulaire avec laquelle elle est décrite, et 0 l'angle que la 
direction du (il fait avec le rayon p. Nous regarderons 
l’angle 0 comme positif lorsqu’il sera décrit dans le sens 
de la vitesse a. 

Ici la force F est parallèle au layon de la circonférence 
décrite par l'exlrémitc du (il; son intensité est oc’ p ; sa 
projection sur la tangente à l'arc décrit par le mobile dans 
son mouvement relatif est — a’ psinû: l'are décrit à l'é- 
poque t est l (at + 0 — 0o), 0„ désignant la valeur initiale 

(l : S 

de 6. Introduisant ces valeurs dans la formule — — = S, 

•h’ 

il vient 

il'ti 

t — — = — u? ù sin S. 
ilt 2 

C est l'équation qui représente le mouvement du pen- 
dule simple quand on suppose que la gravité est égale 
à a* p. Le mouvement relatif au rayon de la circonférence 
décrite par l’extrémité du (il sera donc de même nature 
que celui du pendule. 

L'équation admet la solution particulière 

0 = const. = 0,. 

Ainsi, quaud la vitesse angulaire initiale du point maté- 
riel est égale à celle de l'autre extrémité du (il, ce point 
décrit un cercle d'un mouvement uniforme dans son mou- 
vement relatif et aussi dans sou mouvement absolu. Le 
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rayon ilt: ce dernier ccrelc est 

V'/ J - 1- r’ — 2 Ir cos O*. 

Toutefois, ceci suppose que la résultante des deux forces 
centrifuges qui naissent du mouvement relatif et du mou- 
vement absolu tend à éloigner le point matériel de l’autre 
extrémité du (il. Cette condition serait inutile si le fil 
était remplacé par une tige rigide et sans poids. 

Le premier cas que nous avons examiné fut le sujet 
d’uue controverse entre Fontaine et Clairaut. Fontaine 
admettait que le fil devait être constamment dirigé sui- 
vant la tangente à la trajectoire; Clairaut rejetait cette 
hvpothèse. F.n réalité, elle suppose que la force d’inertie 
est détruite à chaque instant; cela aurait lieu si le mou- 
vement du point matériel était produit par une suite de 
chocs dirigés dans le sens du fil, et que la vitesse acquise 
fût détruite à chaque instant par le frottement contre le 
plan. La courbe décrite dans l'hypothèse de Fontaine se 
nomme Tractoire. Sa recherche est une question de géo- 
métrie. 

Clairaut, Mer » . de /'Acad. îles Se. de Paris, 1736, p. 1. 

Eui.t.r, Nova Acta Acad. Pctrop., 1784- 

17. Deux points pesants égaux, assujettis à se mou- 
voir sur la circonjérencc d'un cercle vertical, partent 
d’un même point avec des vitesses égales, niais à des in- 
stants différents. Démontrer que la ligne qui les joint 
après un temps quelconque enveloppe un cercle. 

Soit L une droite horizontale située au-dessus du point 
de départ à la hauteur qui produirait la vitesseinitiale.Lcs 
carrés des vitesses des deux mobiles au même instant sont 
proportionnels aux distances de ces points à la droite L. 
Les mêmes vitesses sont proportionnelles aux distances 
des mobiles au point de contact de la droite qui les joint 
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avec son enveloppe ; car on voit aisément que, lorsque deux 
cordes d'un même cercle font entre elles un angle infini- 
ment petit, le rapport des segments déterminés sur l’une 
d'elles par leur point d'intersection est égal au rapport * 
des petits arcs compris entre les deux cordes. Ainsi, les 
distances des deux mobiles à la droite L sont à chaque 
instant proportionnelles aux carrés des distances entre les 
mêmes mobiles et le point où la droite qui les joint touche 
son enveloppe. 

De là il résulte que la courbe enveloppe est un cercle, 
lequel a la droite L pour axe radical (’) conjointement 
avec le cercle donné. 

En effet, soient m. m' deux positions simultanées des 
mobiles; A le cercle donné: A' un cercle tangent à la 
droite mm'. et tel, que l’axe radical des cercles A, A' 
soit la droite L : o la distance des centres des deux cer- 
cles; i le point de contact entre la droite mm' et le cer- 
cle A 7 ; mh , m 1 h 1 des perpendiculaires abaissées de m , m' 
sur la droite L; n le second point où la droite mh coupe 
le cercle A; p, <] les points où la même droite coupe le 
cercle A’. 

On a, d après les propriétés de l’axe radical , 
mi % — m/> ■ mq — (?//> — hm ) ( hq — h ni I 

— hm ( hm — hp — hq •+• lin) = 2 S . hm , 


( 1 ) L'asc radical de deus cercles csl la droite qui passe par leurs deux 
points d’intersection ; cette droite est réelle, lors même que les intersec- 
tions sont imaginaires. Si les deux cercles sont représentés par les équa- 
tions 

x’-r = lt- a b\ 

love radical sera defini par l’équation 

3*1 r: fl" -J- K 1 — b 7 . 

Cette droite jouit d’un grand nombre de propriétés, parmi lesquelles 
nous citerons la suivante : les tangentes menées d’un même point de 
l’axe aux deux cercles sont égalés, cl, par conséquent, les produits des 
segments déterminés sur deux sécantes sont égaux. 
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d’où 


ni * i m 2 o . //' ///' ; 

mh mi 
m /i w / 


Ur nous avons déjà prouvé que, si l'on désigne par i' le 
point de contact de la droite mm' avec, son enveloppe, on 
a la relation 

mh mi 1 

== = —rr,*i 

m h m i 

donc les points i, i 1 se confondent; c'est-à-dire que la 
droite mm' est encore tangente au cercle A' dans une se- 
conde position infiniment voisine de la première. Il s'en- 
suit qu’elle est tangente au même cercle dans toutes ses 
positions successives. 

Si le mouvement est oscillatoire, le cercle enveloppe 
coupe le cercle donné. Si le mouvement embrasse une ré- 
volution entière, le cercle enveloppe est intérieur ou ex- 
térieur au cercle donné, suivant que le mouvement des 
deux points est de même sens ou de sens contraire; dans 
ce dernier cas , nous supposons que les deux mobiles ne se 
heurtent point. 

Partageons le temps d une révolution complète en in- 
tervalles égaux, et lançons un point à chacun de ces in- 
tervalles. I.es cordes qui joignent au même instant chacun 
de nos mobiles avec les mobiles adjacents enveloppent 
toutes un même cercle. De la resuite ce théorème de géo- 
métrie : Si l’on peut construire un polygone de n côtés 
inscrit dans un cercle donné et circonscrit à un second 
cercle donné, la construction peut s'effectuer quel que 
soit le point du cercle extérieur que l'on prenne pourpre - 
mier sommet. 
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La propriété du mouvement circulaire qui nous occupe 
ici, est 1 interprétation mécanique d'une propriété des 
fonctions elliptiques signalée par M. Jacobi, dans le Jour- 
nal «le iW. Liouville, t. XI, 1846 , p. toi. Cette même 
propriété est démontrée géométriquement dans la Géo- 
métrie supérieure de M. Chasles", p. 585. 

The Cambridge and Dublin Mntbematicnl Journal , 
i854 , febr., p. 7 . 

18. Deux points matériels égaux, gui s'attirent eu 
raison inverse du carré de kl distance, sont obligés de 
se mouvoir sur deux droites rectangulaires. Trouver le 
temps nécessaire à chacun des mobiles pour arriver à 
1 intersection des deux droites, en supposant qu’ils par- 
tent du repos. 

Le temps cherché est le même pour les deux mobiles; 
si I on nomme a la distance mutuelle des mobiles à l’instant 
où le mouvement commence , et a l'attraction à l'unité de 
distance, sa valeur est 



Au reste, quelle que soit la loi d'attraction, pourvu 
«pi "elle 11 e dépende que de la distance, les deux mobiles ar- 
riveront en même temps à l'intersection des deux droites. 

11). Deux points pesants égaux et de même élasticité e 
sont placés sur un cercle vertical de part et d’autre du 
diamètre vertical , à 60 degrés de distance de son ex- 
trémité inférieure ; au meme instant on les abandonne à 
leur poids pour les laisser se mouvoir sur la courbe jus- 
qu'à ce qti ils aient épuisé toute leur vitesse par l'effet 
de leurs chocs successifs. Déterminer la somme des cordes 
de tous les differents arcs que chacun des mobiles va par- 
courir. 
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• i — e 

• 

a désignant le rayon du cercle. 

20. Une petite bille parfaitement élastique, abandon- 
née sans vitesse initiale sur un plan incline, parcourt 
une longueur donnée, puis rebondit.sur un plan hori- 
zontal qui fait suite au premier plan. Trouver quelle 
doit être l'inclinaison du plan pour que la portée du 
bond soit un maximum. 

L’inclinaison du plan sur l’horizon doit être 

arc sin 



21 . Un point pesant glisse sur une droite inclinée. On 
demande quelle doit être l’inclinaison de la droite pour 
que le chemin horizontal parcouru dans un temps donné 
soit un maximum. 

L’inclinaison doit être de 45 degrés. 

22. Sur un plan horizontal et parfaitement uni, un 
fil très-délié est attaché par l’un de ses bouts au contour 
d’un cercle fixe situé dans le même plan, et porte à 
l’autre bout un point matériel. Le fil étant tendu sui- 
vant une tangente au cercle , on imprime au point ma- 
tériel une vitesse donnée perpendiculaire à la direction 
du fil , de sorte que celui-ci s’enroule sur la circonfé- 
rence du cercle. Déterminer la vitesse du point à un in- 
stant quelconque et le temps qu’il emploiera pour at- 
teindre la circonférence. 


Soient (3 la vitesse imprimée, b la longueur du lil , a 
le rayon du cercle, v et T la vitesse et le temps cherchés. 
On trouve 


I 



j.3 
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23. Un fil très-délié est ni taché p/ir l'une de ses ex- 
trémités au contour d’un cercle fixe situé dans un plan 
vertical, et porte un point pesant à son autre extrémité. 

• Le fd étant tendu suivant une tangente au cercle, on 
imprime au point une vitesse donnée perpendiculaire à 
la direction du fil, en sorte que celui-ci s’enroule sur la 
circonférence du cercle. Déterminer la vitesse du point • 
en un lieu donné, et la condition nécessaire pour que le 
fil entier s'enroule sur la circonférence. 

Admettons, pour nous fixer, que le fil soit primitive- 
ment dirigé suivant la tang«*nte ad sommet du cercle. 
Nommons 0 l’angle décrit par le fil, et conservons pour 
le reste la notation du problème précédent. 

On obtient l’équation 

v* = -+- ig £(è — aO) sin 0 -H a (i — cosS)]. 

Elle représentera le mouvement, tant que 
• + g ( h — «6) sin S 

restera positif. 

Enroulons le fil en le maintenant tendu, jusqu’à ce qne 
. l’angle décrit 0 étant arrivé au troisième quadrant, la quan- 
tité a tang0 soit égale à trois fois la longueur du fil qui n’est 
point enroulé. Alors arrêtons-nous, mesurons la hauteur h 
du point matériel au-dessus de la tangente au sommet du 
cercle, ainsi que la hauteur H du même point au-dessus 
de l’horizontale qui passe par l’extrémité inférieure du 
fil tendu en ligne droite. Pour que le fil entier s’enroule 
sur la circonférence, il faut que la vitesse initiale soit 
égale ou supérieure à <Jg (H -+■ ’ih). Cela revient à dire 
qu’il suffit que la vitesse initiale soil capable de faire fran- 
chir la position dans laquelle nous avons amené le point. 

2-4. Un point matériel attiré vers un centre fixe pro- 
portionnellement à sa distance, est lancé d'un point 
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ilonnê, avec une vitesse connue, le long d'une courbe sur 
laquelle il doit se mouvoir, et qui est de telle nature, que’ 
la vitesse angulaire .du rayon vecteur reste constante. 
Trouver V équation de la courbe. 

Prenons le centre d'attraction pour origine des coor- 
données polaires r et 0 , et nommons a la valeur initiale 
de r correspondante à 0 — o, (3 la vitesse initiale , u* l’at- 
traction à l'unité de distance et o> la vitesse angulaire. 

Il vient 



Euler, Mechan., t. II, p. i 38 . 

25, Trouver les .courbes tautochrones pour un point 
matériel qui est attiré vers un centre fixe en raison in- 
verse du carré de la distance. 

Si l’on conserve les notations du problème H , il vient 

w 1 r 1 

P’ = /■* (r — c). 

2 fl CT* 

Kuler, Mechan., t. II, p. 209. 

26. On donne une série de cercles tangents en un 
même point A et dont les centres sont situes dans la 
même direction AO 5 on place un point matériel au 
point A, et on l'abandonne sans vitesse initiale à l’at- 
traction du centre fixe O. Quelle doit être la loi tic l'at- 
traction, fonction de la distance, pour qu'un cercle 
étant choisi à volonté , le mobile emploie le même temps 
à parcourir chacune des cordes sur lesquelles on T assu- 
jettirait successivement à se mouvoir? 

On trouve que l’attraction doit être proportionnelle à 

23, 
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la distance; toutefois le centre du cercle ne doit pas être 
• situé au delà du centre d’attraction , sinon le mobile ne 
pourrait pas parcourir toute la corde. 

On peut supposer le centre d'attraction situé à 1 inüm ; 
alors la force est constante en grandeur et en direction . 
et l’on retrouve ce théorème de Galilée : Pour un point 
pesant assujetti à se mouvoir successivement sur plusieurs 
droites issues d'un meme point et situées dans un même 
plan vertical, la courbe synchrone est un cercle dont le 
sommet est à l’origine des droites. 

Rispal, Journal de M. Liouville, 1847, t. XII, p. 22$. 

27 . On a une série de cycloïdes issues d un même 
point et t/ui ont une même base horizontale ; un point 
pesant est placé sans vitesse initiale à l' origine com- 
mune et assujetti successivement à décrire les differentes 
courbes. Déterminer la courbe synchrone, et prouver 
quelle coupe à angle droit toutes les cycloïdes. 

Prenons l’origine des courbes pour origine des coor- 
données, et la verticale dirigée dans le sèns de la pesan- 
teur pour axe des x\ nommons r le temps de la descente 
et a le rayon du cercle générateur de l’une quelconque 
des cycloïdes. L’équation de la courbe synchrone résultera 
de 1 élimination de a entre les deux équations 


= V / ï ,re ' 


- _ , y = n arc cos 


\fiax — . 


On peut la construire par poiftts d’une manière assez 
simple. 

Jean Bernoulli, Acta erud., Lips., 1697, p. 206. 

28 . Trouver la brachystochrone pour un point ma- 
teriel attiré vers un centre fixe en raison inverse du 
carré de la distance. 
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Conservant la notation du problème lo, on trouve 


|» 


C 1 


a — r 


r 


Euler, M celui n., t. II, p. lyi. 


29. Un point pesant est abandonné sans vitesse ini- 
tiale sur l'extrémité d'une cycloïde dont la base est ho- 
rizontale. Montrer que, si ton considère le point mobile 
comme lié au cercle générateur de la cycloïde, ce cercle 
roulera sur la base avec une vitesse angulaire constante 



a désignant le rayon. 


SECTION II. 


PRESSION EXERCÉE SUR UHF. COURBE PLANE TAR UN POINT 
MATÉRIEL EN MOUVEMENT. 

Un point matériel est assujetti à rester sur une courbe 
fixe et plane. Soient 

R la réaction de la courbe sur le point; 

X , Y les composantes des forces motrices suivant les 
axes ; 

N la composante normale des forces motrices estimée 
en sens contraire de la réaction; 

p le rayon de courbure. 

La masse étant égale à l'unité, on a 



— X 


dy I ds* 

ds p dO 


<-• 


On prend le signe supérieur quand le point se meut sur 
le côté concave de la courbe, et le signe inférieur quand 
il se meut sur le côté convexe. 

Cette formule fut donnée en premier lieu par l'Hô- 
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pital (‘), à l’occasiou du problème de la courbe dégale 

pression . 

1 . Un point matériel , assujetti à rester sur le côté 
concave d'une hyperbole, se meut sous l’action des deux 
foyers gui l’attirent en raison inverse du carré de la dis- 
tance. Déterminer la réaction exercée parla courbe. 

Soient 

fi, f les attractions des foyers à l' unité de distance; 

r, #•' les deux rayons vecteurs ; 

r, , r',, leurs valeurs initiales; 

a, & les deux demi-axes; 

ç l’angle que le rayon r fait avec la tangente à la courbe ; 

v t la vitesse initiale. 

Nous supposons que le mobile parcourt la branche voi- 
sine du foyer auquel se rapportent les lettres dépourvues 
d’acceut, et s’approche du sommet. 

Nous avons 



en outre, la géométrie nous donne 

rr' 

p sm ? = — r); 


(*) Mémoires de l’Acad. des Sciences de Paris , 1700, p. 9. 

(’ ) Celte relation consiste en ce que la corde du cercle de courbure qui 

2 rr * 

coïncide avec le rayon r est égaleà — — » On peut la démontrer aisément. 

soit par l’analyse, soit de la manière suivante. 

Nommons 0 , 0 ' les angles que deux rayons vecteurs r, #•' menés au 
même point m font avec la direction du centre, et i l’angle de lu normale 


Digitized by Google 

ü 


DYNAMIQUE. 


359 


par conséquent , 

R P = (^-f,)p sin î + ‘’ 1 

ft' r + is fi r' — 2 a 


2fl 




ou, d’après la relation r' -+- r — 2 a = r ' 0 +■/•„, 


Rp = *— r — ^ -+- •’î-. 

ar ar. 


Si la vitesse initiale est nulle, et qu’à l’origine du mou- 
vement les deux attractions soient égales, 


F f 1 . 


alors la réaction est nulle, c’est-à-dire que le mobile, s’il 
était libre, décrirait encore l'hyperbole. 


au point m avec une normale infiniment voisine. 
Nous avons 



siu p ds = rd 0 = r ' d6'. 


De plus, quand les deux côtés d'un angle tournent en sens contraires de 
quantités représentées par dO et d$\ la bissectrice de cet angle tourne de 

de — de' 

la quantité » quelle que soit d'ailleurs la translation du sommet ; 

donc 


de — dO' 


On lire de ces équations/ 


sin ç ds f 1 1 \ 

' ~ » V~?)’ 


P Sin ÇJ = 


a rr ' rr 1 


i r — r 


La même formule subsiste pour l'ellipse; pour la parabole clic devient 
p siirp = ar. 
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On voit que dans tous les cas la réaction est inverse- 
ment proportionnelle au rayon de courbure. Cette cir- 
constance se présentera toutes les fois que, sans rien 
changer aux forces motrices, on pourra disposer des cir- 
constances initiales, de manière que le mobile décrive li- 
brement la courbe donnée. 

En effet , dans la valeur 


.R 




les données initiales n’influent que sur un terme constant 
qui fait partie de v* ; d’où il résulte que, si l’on a R = o 
pour de certaines données initiales, pour d’autres don- 
nées on aura 

const. 

P 

2. Déterminer dans un plan vertical une courbe 
telle, qu'un point pesant assujetti à descendre le long 
de cette courbe exerce à chaque instant une meme pres- 
sion. 

On donne la pression R, la vitesse initiale v„ et l'an- 
gle « que fait la verticale avec la tangente à la courbe au 
point de départ. 

Soient pris l’origine au point de départ ell’axe des x di- 
rigé dans le sens de la pesanteur. 

On a 



v 1 — 2 gsr 4- p 1; 


et, si l’on prend l’arc s pour variable indépendante, 

1 d'y <tx 

p rts 2 d.s 
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Éliminant v et p, il nous vient l’équation 

R dx i v il 1 y s dy dx 


\-Xgx-\-c\ 

qui a pour intégrale 

R 

g 


dx / ; — ï 't'y g 

= V 2 à'* + rj 77 + -f= 


y 2 g jc -+■ y] ds ds 


J V'ag’.r -H rj = ^ -+- eonst. 


La constante se détermine par la condition, qu’à l’ori- 

dy . , , . . . . 

sine — soit eeal a sina: ainsi 
ds 

dy R v, R — g si n a 

><* s g V 2 g* -f- • 

Introduisant la coordonnée x au lieu de l’arc J, et posant 
R 

cr 
O 

' on arrive à l’équation 

(As — B) zdz 


1 = A, (R — g sin a) i= B, et zgx -f- v\ = 


gdy = 


y/(i — A') z'-t- 2AB; — B ; 


qui peut s’intégrer en quantités finies, mais dont l’inté- 
grale est trop compliquée pour avoir quelque intérêt. 

Le problème de la courbe d'égale pression pour un 
mobile sollicité par la seule force de la pesanteur, fut 
proposé par Jean Bernoulli ('), et résolu par l'Hôpital (’). 

Commère. Epistolic. Leibnilii cl Bernoulli, epist. vu. 


3. Sur une courbe située dans un plan vertical, on 
lance un point pesant assujetti à la parcourir, et l’on 
demande de déterminer la courbe de manière r/ue la 


(*) Actaerud., biipp!., t. Il, scct. vi, p. 291. 

(*) Mém. de l'Acad. des Sciences de Paris, 1700, p. 9. 
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pression soit proportionnelle à la n" mr puissance de la 
distance à l'horizontale d'où le mobile aurait dû des- 
cendre pour acquérir aü point de départ la vitesse qu'on 
lui a donnée. 

Prenons pour axe des y l’horizontale dont il s’agit , 
pour axe des x la verticale dirigée dans le sens de la pe- 
santeur, et nommons Kx" la pression à la distance x. 
Nous a\ons 



L’intégrale est, sans Constante, 


a ;i -4-i 


2 

2. fl -t- I 


J 

K.x 



ou , si l’on pose ~ = a , 

l 

(A) ±[(2/1 -+- l)’ a’ — x 1 ”] 3 dy ss x"ilx. 

Ainsi on arrive à une différentielle binôme qui, comme 
l'on sait, peut s’intégrer sous forme finie toutes les fois 

t . . . i i 

que — est un entier, ou un entier augmente de-- 
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Si l’on avait ajouté une constante dans l’intégration, 
l ? équation finie de la courbe n’aurait pu s'obtenir que 
dans un très-petit nombre de cas, outre ceux que nous 
avons indiqués. 

Examinons quelques cas particuliers. 

n = i. — On trouve un cercle qui a son centre sur 
l’axe des y et dont le rayon est égal à 3 a. 

n — — i . — On trouve une chaînette 

x = — (e*/ -+-«—?). 

n — ^ — On trouve une cycloide dont la base est 

l’axe des y et qui a le rayon de son cercle générateur 
égal à 2 a 1 . 

n = a. — La formule (A) devient l’équation de la 
courbe élastique de Jacques Bernoulli ('), ainsi nom- 
mée parce qu’elle représente la figure d’un ressort en 
équilibre sous l’action de certaines forces. 

Dans ce cas l’intégrale dépend des fonctions elliptiques. 

Varicnon , Mém . de l’Acad. des Sc. de Paris, 1710, p. i 5 g. 

A. Un point matériel assujetti à rester sur une courbe 
donnée se meut sous l’action d’une force de direction 
constante. Trouver quelle doit être la loi de cette force, 
pour que la pression exercée sur la courbe soit la même 
en chaque point. 

Prenons l’origine ‘sur la courbe au point où le mouve- 
ment commence, et l’axe des x parallèle à la force dont 
on cherche l’expression. Soient X cette force, v„ la vitesse 
à l’origine et K la pression constante. 


(*) Actacruii, Lips., , p. 373 j »6g5, |». 53$. 
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Nous avons 

. ftr <’ 3 

K = X-r -+- -, 
as p 


,- = ,; + î f'xrf,, • L = ?:ÿ- 

Jo P «** ds . 

Eliminant p et u, il vient 

dx d'y dx dr d'y P‘, 

*di=<£ +x *i+'d7') 0 

et si nous iutcgrons après avoir multiplié par ds, 
Cdxdy i , dy' dy' Z 11 , 

dy 

Soit p la dérivée tirée de l'équation de la courbe. 
L’équation précédente peut s’écrire 

(A) X ' ^ - ;'- + K GH (f0p +com '} 

sous cette forme, sa différentielle relative à x nous donne 
l’expression de la force cherchée, 

. K , a K dp / r p dx \ 

(B) X = -AT?- îr 5 ( J ^== + «»«.)■ 

La constante sc détermine en posant x = o dans l’é- 
quation (A) ; elle est donnée par 1 équation 

(c) 

lorsqu on y fait x = o. 

Supposons que la courbe donnée soit la parabole 


x = ar\ 
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il suffit de poser p — — dans les équations (B) et (C), 
et l'on obtient 

-HM-’DHS) 4 ]- 

Si la courbe donnée était la cycloïde 

a — x , — 

y — a arc cos y lax — x 7 , 

on trouverait de la même manière 

Dans ces deux cas particuliers la force est indépendante 
de la vitesse initiale. 

Euler, Mcchan., t. II, p. 101 et suiv. 


5. En un lieu donné sur le côte convexe d une ellipse • 
dont le grand axe est vertical, on pose un point pesant ; 
puis on l'abandonne à son poids. Déterminer le point 
où le mobile abandonnera la courbe. 


. Prenons l'origine à l'extrémité supérieure du grand axe 
et l’axe des x dirigé dans le sens de la pesanteur. Soient 
a a le grand axe, 2 b le petit axe et l’ordonnée initiale. 

L ordonnée correspondante au point cherché est déter- 
minée par l’équation 


(t-*-) 

\ a’/ \rt> «V a'a a‘ 



Si l’ellipse se réduit à un cercle de rayon a , l’équation 
devient 


x 





n — x 0 


3 


Foxtasa, Mnnaric délia Société Italien», 1782, p. 17'». 
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6. Un suppose un cercle vertical et un point pesant 
situé ilnns son intérieur ; iln sommet on lance le point le 
long de la courbe avec une vitesse donnée, et l'on de- 
mande la pression quil exerce sur la courbe. 

Soient a le rayon, e 0 la vitesse initiale et 0 l’angle au 
centre décrit par le mobile. 

On trouve 

R = — + ff (2 — 3 cos 8). 


Si la vitesse initiale est telle, qu’au premier instaut la 
pression soit nulle } alof-s v' t = ag, 

• .R=3j"(l — ros6), 

et lorsque 6 = 7r, 

l\=6,ç; 

c’est-à-dire que le mobile arrivait au bas du cercle exeree 
une pression six fois égale à son poids. 

Euler, Mcchan., t. Il, p. 65, corol. vil. 


7. Un point matériel, assujetti à rester sur une el- 
lipse convexe, se meut sous l'action de trois forces : la 
première est dirigée vers le centre et proportionnelle à la 
distance ,• les deux autres sont dirigées vers les foyers et 
inversement proportionnelles au carré de la distance. 
Déterminer la réaction de la courbe sur le point. 

Soient p, p', fi" les attractions des foyers et du centre 
à l’unité de distance, a le demi -grand axe, \\ la vitesse 
initiale et r 0 , r' 0 les distances initiales aux foyers. 

Ou trouve 


Ro = 


_ f*' 


£-t -hfr.r 1 ,- VJ. 
ur 


Or, si l’on nomme e 0 , e' 0 , v'\ les vitesses initiales qu'il 
faudrait imprimer au mobile supposé libre pour qu'il 
décrive l’ellipse sous l’influence de chacune des trois 


Digitized by Google 


• lJVrUMIQL'E. 

forces prise isolément, on u 


367 


V- r t r »'i 


par conséquent, le mobile décrira librenient la courbe 
sous l’influence des trois forces réunies, quand on aura 


"î + v ',' + v \'- 


Cela résulte de la remarque faite au problème 1 (voir 
p. aq8, prob. 18). 

Notre formule première et la remarque citée nous don- 
nent immédiatement un théorème général qui trouve ici 
son application. 

Si plusieurs masses in , /»', m", etc., respectivement 
soumises à l'action des forces F, F', F w , etc., et parlant 
d'un même point A avec des vitesses v t , v' 0 , v " 0 , etc., 
de grandeur différente mais de même direction, décrivent 
la même courbe ACB; ta niasse quelconque M, soumise 
à l'action de la résultante des forces F, F', F", etc., et 
partant du point A avec une vitesse Y „ ayant la même 
direction que les vitesses v B , v' t , v " 0 , etc., décrira en- 
core la courbe ACB ,pouivu que les forces F, F', F*, etc., 
soient indépendantes du temps, et que la force vive ini- 
tiale MV | de ta masse 31 soit égale à la somme 
• niv\ -+■ m' -t- . . 


des J'orces vives initiales des masses m, m', m ", etc. (’). 

F.n effet, considérant chacune des masses m , m', m",..., 
M comme assujettie à se mouvoir sur la courbe ACB," 
nous aurons, pour chacune des premières masses, une 
équation de la forme 



v ri X _ 4 _ mv] 
ils ~ p 


(*) Os&u3 Bonnet, Jour nal <!<» M. Liouvillc, i8'j 4 , t. IX, p. u3. 
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Ajoutant toutes ces équations, la somme des seconds 
membres représentera la réaction de la courbe sur la 
masse M ; or cette somme est nulle : parsuite, la masse M 
décrit librement la courbe. 

8. On a une ellipse dont le grand axe est vertical et 
un point pesant situé dans l’intérieur à l' extrémité du 
petit axe; on se propose de lancer le point verticalement 
de bas en haut, de manière qu après avoir quitté la 
courbe, il passe au centre. Déterminer la vitesse de pro- 
jection. 

Si l'on nomme ia le grand axe, ib le petit axe et t’ 0 
lu vitesse cherchée, on trouve 


(8 m 1 -t- h ' j g 

3 fl y J 



W. W. 


9. Sur une courbe située dans un plan vertical on 
lance un point pesant assujetti à la parcourir, et l'on 
demande de déterminer successivement cette courbe : 

i°. De manière que la pression due à la seule force de 
la pesanteur soit proportionnelle à la n'"“ r puissance de 
la distance actuelle du mobile à l’horizontale d'où il 
aurait dû descendre pour acquérir au point de départ la 
vitesse qu'on lui a donnée ; 

2 °. De manière que la pression due à la force centri- 
fuge soit proportionnelle à la n‘ im4 puissance de la même 
distance; 

3°. De manière que la pression due à la force centri- 
fuge soit dans un rapport donné n avec la pression due 
à la pesanteur. 

Prenons l’axe des x dirigé clans le sens de la pesan- 
teur, et l'axe des y dirigé suivant l’horizontale dont on a 
parlé. 
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i°. Soit Kx" la pression due à la pesanteur, pour une 
distance x de l'axe des y. Posons 



Il vient 

dy (« J — x v 'Y — x" six . 

i°. Soit Kx" la pression qui est due à la force centri- 
fuge et s’exerce à la distance x. Posons encore 

S 

K = °* 

11 vient 

£ 

r//(4o , «’ — r")’ = x" dx. 

3°. Soit a une constante arbitraire. 

Il vient 

± ? 

dy (a* — x *) 1 — x’dx. 

Ces formules sont presque en tout semblables à la for- 
mule (A) du problème 3; eu sorte que ce dernier pro- 
blème et les trois questions qui nous occupent conduisent 
aux mêmes courbes, sauf de légers changements. 

Varignon , Mrm. de l’ Acad . des Sc. de Paris, 17 10, 

p. i56 et suivantes. 

SECTION III. 

MOUVEMENT D llN . POINT MATÉRIEL SUR UNE COURBE 
PLANE DANS UN MILIEU RÉSISTANT. 

1 . Proposons-nous d'étudier le mouvement d'un point 
pesant sur une cycloïde dans un milieu dont la résis- 
tance est proportionnelle à la vitesse. ]\ous supposons 

1 . 24 



370 MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

l'axe de la cycloïde i>ertical et la concavité tournée 
en haut. 

Prenons l’origine au sommet de la courbe qui est le 
point le plus bas, et l’axe des x dirigé en sens contraire 
de la pesanteur. 

Nommons 

a le rayon du cercle générateur ; 
s l’arc de la cycloïde compté à partir du sommet; 
h la résistance du milieu pour l'unité de vitesse; 
c la valeur initiale de j; 
et admettons que la vitesse initiale soit nulle. 

Nous avons 

<h> dx 
lit ^ ds v 

D’après les propriétés géométriques de la cycloïde, 
s 1 x: Hax, 


dx 

ds 


4"’ 


d’ailleurs, si l'on suppose que l’arc décroît quand la vi- 
tesse est positive, 

ils 

v ~ ~7Tt ' 


il en résulte que l’équation première peut s’écrire 

(A) 


d*s . ds s 

— - r I — -, — s : 

dt 1 dt 4 a 


On l’intègre par le procédé bien connu qui s'applique aux 
équations linéaires à coefficients constants. 

Substituant s=Ce rC , il vient 


r 1 -t- kr -+• 


s V fl 

-T- = O, r = y 5 

4 a 2 
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par conséquent l'intégrale est 
\ /** — S 


: * 7 ' 


(') 


A 

• - f 




Ce 


C'e 


Ici il convient de distinguer deux cas, suivant que le 
radical est réel ou imaginaire. 

Supposons d’abord le radical imaginaire , ou k <[ 

c’est le cas le plus conforme à ce qui se passe ordinaire- 
ment dans la nature. 

Si l’on pose 



la formule (i) prendra la forme 



t 


u 

e 3 ( A cos — -4- B sin — | » 

V 2 2 / 


dans laquelle A et ü sont des constantes que nous déter- 
minons par la condition que, pour t — o, on ait 


ds 

t = c et — — o. 
dt 

Il vient 

A 7 

c = A et « A -f- - B = o ; 

9 9 

d’où 

kl 

, , • ~ T / yt . A . y A 

(a) r = ce [ cos — -t- - sm — ) • 

\ 2 '/ 2 ) 


Le temps T que le mobile emploie pour arriver au 
sommet, se tire de l’équation 

7 T / . y T 7 T 7 

, j = cos ; 1 — sin- — =o, tang — — -f» 

272 7 k 

24. 
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Celte valeur de T est indépendante de la position initiale, 
et la même particularité se présente dans le second cas 
que nous examinerons plus loin ; par conséquent, la cy- 
cloïde est tautochrone dans un milieu dont ta résistance 
est proportionnelle à la vitesse ('). 

Admettons pour un instant que la résistance A soit 


très-petite. Alors —■ sera très -peu supérieur à en 


sorte que, si l’on pose 


et, par suite, 


7 T 



7 T / Tt ' \ i 7 

tang — = tang - 4- « = — = — 71 

• ?. \ 2 / tang « k 

on aura sensiblement, en remplaçant dans la valeur de T 

«par tang u, et négligeant les puissances de - supérieures 

£ 

à la première, 




Ce temps est à peu près celui de la dcmi-oscillation des- 
cendante qu’un pendule cydoïdal exécute dans l’air lors- 
qu’on l'écarte légèrement de la verticale; il est un peu 


(*) Celle propriété de la cycloîde était connue de Newton; Piincifwt, 
lib. U, prop. o6. * * 
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plus considérable que lorsque le pendule oscillç dans le 
vide. 

La formule (a) nous donne 


*< 



ainsi la vitesse est nulle, elle mobile cesse ‘de monter 
pour commencer à descendre aux époques 

2. Tt 4 6 JT 

/= 0 , > — > 

7 7 7 

11 suit de là que la durée d’une oscillation entière est 
égale à — • Si la résistance k est peu considérable, cette 
durée est sensiblement la même que dans le vide; car 


lit 

7 


G-*)' 




= à peu près 2 tt 



Substituant dans la formule ( 2 ) les valeurs de t pour les- 
quelles e s’annule, on obtient les amplitudes des demi- 
ôscillations successives, 

k ik 3* 

— it — — tt - — — tt 

r, ce / , ce / , ce v ..... 


Ces arcs décroissent en progression géométrique, et ils sont 
tous parcourus deux fois, sauf le premier; d’où il suit que 
le chemin total parcouru par le mobile avant d’arriver au 


repos, est 


r t- ic 


k 

n 

e * 




h 

C* -f- I 

7 * 


k 

ÏT -TT 

t . 7 c f — 1 


Digitized by Google 



3^4 MÉCAMQl'E RATIONNELLE. 

Venons au second eas : le radical y/ À* — - est réel, 

‘>y/Ü - ' 

Soit 




La formule (i) devient 


*-•/ 


i = Cf 


Ce 


On doit déterminer les constantes C, C' par la condition 
que, pour t = o, on ait 


fis 

s = c ' 7r = 0i 


alors on trouve 




I — y t k -+- 

-+-7 )c À — (A- — y) c 1 


1 - 


Cette valeur de a 11e s’annule que pour t = 00 ; par con- 
séquent, le mobile 11c dépassera pas le sommet de la cy- 
cloïde, et même il ne 1 atteindra qu 'après un temps infini. 
D’après la dernière équation , nous avons 

( k 4~ y k — y \ 

/ 

[ k — - y A-f-y ~| 

“TT 11 «” ' f(* - T) -(*+,)«-"]• 


Ces formules nous montrent que la vitesse croît depuis 
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l’iiislaul du départ jusqu'à l’époque t donnée par l’é- 
quation 


k ~ V , 
“ / -h 7 



A partir de cette époque, la vitesse décroît et converg» 
vers o. 

Enfin, si l’on suppose que je radical y/- — A* soit 
nul, on trouve, en recourant à l’équation (A), 



Ces formules nous montrent que le mobile ne peut dé- 
passer le sommet de la courbe, et ne l’atteint qu’a- 
près un temps infini. La vitesse est un maximum à l’é- 
poque t = j 


'i* . Déterminer le mouvement du pendule légèrement 
écarté de la verticale, dans un milieu dont la résistance 
est proportionnelle à la vitesse. 

Soient a la longueur du iil, 0 l’angle qu’il fait avec la 
verticale et A la résistance du milieu. 

On a 

dv 

= gsmO — Ai-, 


ou, si l’on remplace sin 9 par 6 et v par sa valeur 
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</'G , tl'i 

1- k — 

i/r <u 


U 


O. 


Cette équation est tout à fait semblable à l’équation (A) 
du problème précédent, si ce n’est que l’arc s sc trouve 
remplacé par l’angle 0, et le double du diamètre du cercle 
générateur 4 « par la longueur du (il a. Sauf ces change 1 - 
ments de noms, la discussion précédente s’applique mot 
pour mot. 

Ce problème donne la loi des petites oscillations du 
pendule dans l’air; car, lorsque la vitesse est très-petite, 
on peut sans. erreur sensible admettre que la résistance de 
l’air est proportionnelle à la vitesse. Dans ce cas, la ré- 

. sistancc A est peu considérable ; elle est inférieure à 

on peut môme négliger son carré. Alors, comme nous 
l’avons vu, la durée d’une demi-oscillation descendante est 
un peu plus considérable que dans le vide; mais la durée 
d’une oscillation entière est la môme. 

Au reste, pour juger de l’exactitude de ces résultats, il 
suffit de réduire en nombres les formules rigoureuses don- 
nées dans le problème précédent. Nous nous servirons 
pour cela d’une expérience de Borda. La valeur initiale c 
de l’angle 0 était un tiers de degré environ ; l’amplitude 
des oscillations diminuait sensiblement en progression 
géométrique; après 1800 oscillations, elle n’était réduite 
qu’aux deux tiers. 

Ainsi, en conservant les notations du problème précé- 
dent , on a 

» 800 k it 


3 

1 8oo k-r =z •/ log - ss y (o , 4 o 546 ] . 
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Remplaçons A par sa \aleur tirée de l’équatiou 


/ s 




Il vient 


iSoo’r 1 |^i - ^7 y/^ ] = ( v y/ “ ) «»4"â4^ ; 

d’où l’on lire 

j a 

y ij - = I ,00000000237. 

On voit par là que la durée d’une oscillation est 


’Vi 


,000000002.57 


ou à peu près 


y/- ( 1 — 0,00000000257), 


ce qui ne diffère presque pas de la durée d’uue oscillatibn 
dans le vide , 


Vî- 


Poisson, Traité, tic Mécanique, 1’ édit , t. I, p. 348 . 

3*. Déterminer le mouvement du pendule dans un mi- 
lieu dont la résistance est proportionnelle au carré de la 
vitesse. 

Conservons les notations du problème précédent. 
iN’ous avons 


(«) 


fi* 0 , dV g . 

—7— — a te ” sin 9 — o , 

t/P lit ■ a 
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ou, ce cjui est la môme chose, 



Si l’on regarde 9 comme la variable et 



comme la 


fonction, cette équation est linéaire et du premier ordre. 
On l’intègre par la méthode connue. 

Substituant 




il vient 

r = 2 ah , 

et 

2 g . — ’iakQ 

«• =; sin 9 c ; 

a 

d’où 



r 2 g cos9 -+- lak sii 

a 1 -t- 4 i* 


/rf0y , o k0 2 g cos0 -+- 2 ah sin8 
\ lit / C a 1 4 «’ k 1 


Nous déterminons la constante C par la condition que 
soit nul pour 9 = c; alors 

/,/ $\> 2 g f cos 9 -+- 2 ai sin 0 

\e/t ) a(i-\-l\a' P) I — (cosc + 2 /jÆ sine) c — la *( c — f )J 

Celte formule nous permet de calculer les amplitudes 
des oscillations successives. En efl’et , soit — c, la valeur 
de l’angle 0 à la ün de la première demi-oscillation ascen- 
dante; cette valeur devra vérifier l'équation 


(cosr, — 2 ah sine,} c la * c ' — (cosc 4- 2 ah sinr)c oaKc = o. 
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Si l’on développe les exponentielles suivant les puissances 
de k et que l’on néglige le carré de cette résistance sup- 
posée très-petite, on aura 

cosc, — lak (sine, — r, cosc, ) = cosc ■+■ lak (sine — c cos c). 

La valeur de c, que l’on tirera de cette équation différera 
très-peu de c; posant donc 

c, = c 9 , 

nous pourrons négliger d* et kâ 5 il viendra 
S sin c = 4 (sin c — c cosc); 

d’où 

c, = c — — ( sin c — c cosc ). 

. sine 

Ce résultat ne suppose pas les oscillations très-petites; 
mais, si elles sont assez petites pour que l’on puisse né- 
gliger la quatrième puissance de c dans la valeur de c, , 
cette valeur se réduira à 



Pour trouver la durée des oscillations, on peut ré- 
soudre l’équation (2) par rapport à dt , puis intégrer; 
alors on obtient une expression de la forme 



Cette intégrale n’est point exprimable en quantités finies, 
au moins par les méthodes connues. On pourrait la cal- 
culer par approximation, mais.il est plus commode d’ap- 
pliquer les méthodes approchées à l’équation primitive 
elle-même. C’est ce que nous allons faire en supposant 
les oscillations très-petites. 
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Nommons encore c la valeur initiale de l’angle 8 qui sera 
très-petite, et admetions que la vitesse initiale soit nulle. 
Il est clair que l’expression cherchée de l'angle 0 est une 
fonction continue de c et s'évanouit avec cet angle; par 
conséquent, elle peut se développer en une série de la 
forme 


(3) 9 = c9,-f-c>0, 

cl celte série sera d’autant plus convergente que c sera 
plus petit. Nous nous bornerons aux deux premiers 
termes qui sont bien suffisants pour représenter les ex- 
périences les plus délicates; toutefois, la méthode sera 
générale. 

„ , . , „ . . , , , , d 1 0 dO 1 

Substituons dans 1 équation (î) les valeurs de 

et sinÔ que l’on tire de la formule (3) lorsque l’on né- 
glige les troisièmes puissances de c , puis égalons séparé- 
ment à zéro les coefficients de c et de c 1 . Il vient 


‘l'b, , g, 


d‘ 0, 


, </ 9 ’ 

— G] ■ a A — - — — o. 


lîr+a*'- 0 ' dt' 'a" ~ dt' 

La première de ces équations nous donne l’intégrale 

0, = A cos ^ t y/| -t- 

dans laquelle les constantes A et B se déterminent par la 
condition que, pour t = o, on ait 


et , par suite ( 3 ) , 


d 9 

0 = r, ^ = o, 


« flr> ■ 

9,= ., — o. 
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On trouve ainsi 


DYNAMIQUE. 


ei =cos(, s/iy 


Substituant cette valeur dans la seconde équation (4), il 


rf 1 6, e kg kg ( 

-TV-f-O, -+- — cos ■}.( 

dt* a 2 2 \ 


/O- 


C’est une équation linéaire du second ordre; on l’intègre 
par la méthode que nous avons rappelée plus haut. Des 
exponentielles imaginaires s’introduisent, on les remplace 
par des sinus et des cosinus, et l’on trouve enfin 

6,= Dcos(ty/f-t-E)-H^ + ^cos(ary/fy 

D et E sont des constantes que l'on détermine de manière 
que , pour t — o , on ait 


d 8, 


alorj on obtient 
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Ces valeurs vont nous donner la durée et l’amplitude 
des oscillations ; dans cette recherche, nous pousserons 
l'approximation jusqu’aux secondes puissances de c in- 
clusivement. 

La durée de la demi-oscillation descendante s’obtient 
en résolvant par rapport à t l'équation 9 = o, dans la- 
quelle 6 est remplacé par sa valeur (5). Une première 
valeur approchée est 



car cette valeur annule le terme qui est du premier degré 
par rapport à c. Posant donc 



on déterminera u par la méthode de Newton, laquelle 
consiste à prendre pour u le quotient changé de signe, de Ô 
par sa dérivée relative à t, dans lequel on fait 

I 

On trouve ainsi 

cok lai 2 cak \ — 1 en A /« 

■“tVjfO-t-) “tV* 

Il est inutile de prendre ici le terme en c* et de pousser 
l’approximation plus loin 5 car u doit évidemment chan- 
ger de signe avec A, et comme dans toute la suite des cal- 
culs que l’on pourrait faire, c serait toujours accompagné 
du facteur A, il faut que u 11 e contienne que des puissances 
impaires de c. La durée de la demi-oscillation descen- 
dante est donc 
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Pour obtenir la durée d’une oscillation entière, il faut 
résoudre par rapport à t l’équation v =■ o, dans laquelle 
v est remplacé par sa valeur (6). En opérant de la même 
manière, on trouve, au même degré d’approximation, 

que celte durée est n y/ -* comme dans le vide. 

Nous aurons l’amplitude de la première demi-oscilla- 
tion ascendante, si nous posons 

,= Vî 

dans la valeur (5) de l’angle S changée de signe. Nous 
trouvons 

4 c 1 ak 

d’où nous voyons que l'amplitude de la seconde demi- 

oscillation est plus petite que celle de la première, de la 

. , 4 c*ak ., , 

quantité — ^ — » comme nous 1 avons déjà trouve par une 

autre méthode. 

Tous ces. résultats coïncident à peu de chose près avec 
ceux que nous avons obtenus au problème précédent, dans 
l’hypothèse d une résistance proportionnelle à la vitesse; 
les petites différences qui existent peuvent être attribuées 
aux valeurs différentes que le coefficient k doit recevoir 
dans ces deux hypothèses. 

Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que le 
corps du pendule était un point matériel sans volume. 
Dans la réalité, il ne peut en être ainsi. Comme un 
corps plongé dans un fluide y perd une partie de son poids 
égale à celui du fluide déplacé, le pendule se trouve dans 
le même cas que si la gravité, au lieu d’être égale à g , 
était égale à g (i — p ) , p désignant le rapport de la den- 
sité du fluide à celle du corps. Par là , on verra facilement 
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([ue, d'après la seule considération de la perte de poids à 
l’état de repos, la durée des oscillations dans un fluide se 
trouve augmentée dans le rapport de l’unité à yï — p 
pour un même pendule, et la longueur du pendule simple 
se trouve diminuée dans le rapport de i — p h l'unité pour 
la même durée. 

De plus, Bessel a fait voir par l’expérience que la 
perte de poids est moins considérable pour un corps en 
repos que pour un corps animé d’un mouvement oscilla- 
toire. II en résulte que, dans les résultats précédents, il 
faut multiplier p par un facteuryplus grand que l’unité. 

Poisson a démontré , dans sou Mémoire sur les mouve- 
ments simultanés d’un pendule et de l’air environ- 
nant (*), que le facteur /est indépendant de la densité 
du pendule ainsi que de la densité et de la nature du 
fluide dans lequel il oscille. Pour le cas d’une sphère dont 
le diamètre est petit relativement à la longueur du pen- 
dule, il trouve 



Poisson, Traité de Mécanique, 2 e édit., t. I, p. 353. 

4. Trouver les courbes tautoebrones pour un point 
pesant dans un milieu dont la résistance est proportion- 
nelle au carré de la vitesse. 

Soient 

O l’extrémité des arcs qui sont parcourus dans le même 
temps ; 

,r la distance du mobile au-dessus de l’horizontale qui 
passe au point O.; 

s l’arc de la courbe compté à partir du point O; 


(‘) Mrtn. dr ÏAcad. des Sciences de Varia, t. XI. 
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h la hauteur à laquelle serait due dans le vide la vitesse 
que le mobile possède au point O; 

k la résistance du milieu pour l'unité de vitesse. 

On a 

vtlv — — gdx / v* e/s , 


ou, si l'on multiplie par 2e~ tl ' et que l’on intègre, 
v* e~ ,t ‘ = 2 . 9. g (h — Ç e~ ,t ‘dx\- 

\ a/O / 


Remplaçons e par sa valeur — et 


(s) 


- f 


e~ ilx ; 


posons 


x sera une fonction de u, et comme s est une fonction 
de x, nous pourrons poser encore 

(3) e~ 1 ’ ds = 

Il vient alors 

ftl _ f(")du . 

V^ 2 g VÂ — « 

en sorte que le temps employé par le mobile pour arriver 
au point O est 

i r 1 ' ç ( u ) du 
\*g Jo v'A — « 


Celle valeur de t doit être indépendante de A; d’où il 
suit que la quantité comprise sous le signe J ' doit être 
de degré zéro par rapport à h, u et du. Cela exige «pie 


l'on ait 


r(«) = T=» 
V" 


a désignant une constante. 

I. 


7.5 
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Substituons cette valeur dans l'équation (8), et inté- 
grons en observant que s et « sont nuis en niante temp*. 
il vient 


I 

I 


— <■—** ) = r n \ h , 


1 

/ 


(• 


) e~ h 


2 a} 


du 

ds 


Or, il après l'équation (a), 


par conséquent , 


du 

ds 


f — ikt 


dx 

ds 


i a ■ k 


dx 

ds 


- t M — 


i . 


D’un autre côté, nous avons 


a r h du 

V *S Jo \ hu — «* 


n a 
\'*g 


donc enfin l'équation delà courbe tautochrone est 

14) — »*(«*’ — 

/\gk’T 7 x + rr’ ks = r’fe*' — l). 

On peut obtenir la valeur de l’arc parcouru pendant le 
temps t. En effet, soit ,q> la valeur initiale de l'arc s. La 
formule (i) peut s’écrire 


, r/,J 

dt- 




iy 


. dx . 
dJ dS ' 


dx 


et si nous remplaçons — par sa valeur tirée de l équa- 
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lion (4), il vient ** 

e "’"S = î77’ jf >(.—-*)* 

Posant 


38 - 


i — H' — i , i — er - *’ 


l> _ - 


celle équation nous donne 



dz 






• 2 T I jrf 

f = — arc cos — > z = z, ros — , 

JT Zj 2 T 

t — c~ 4 ' = ( i — ) cos — , 

2 r • 

' = - i lo g cos îi]. 

Euler, Comment., Petrop., 172g. — Mec/itw., t. II, p. 3g2. 

5. Proposons-nous de rechercher l’expression la plus 
générale de. la force tangent ici le dans le mouvement 
tautochrone. 

Soient : 

O 1* extrémité des arcs de la courbe tautochrone qui 
doivent être parcourus dans le même temps r ; 

F la résultante des forces tangeulielles qui agissent sur 
le mobile au bout du temps t , compté à partir de l’in- 
stant du départ ; 

v la vitesse du mobile au bout du même temps; 

s l’arc qui lui reste à parcourir pour arriver au 
point O ; 

7 la valeur initiale de l are s. 

■s5. 
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On a 


/’ 


T = — / - ds. 


cl la courbe sur laquelle se meut le corps sera tau lu- 
clirone quand r sera indépendant de ct, c’est-à-dire quand 
on aura 

d- 

Te~°' 

Éliminons a des limites de l'intégrale. Pour cela, po- 
sons 


(') 


2 = «Z, 


en nommant z une fonction arbitraire de s, qui s’annule 
avec s, Z la valeur de s pour s = a et u une nouvelle 
variable. 

Soit , de plus, 

s =r q» (m Z) 

la valeur de s, que l’on déduit de l'équation (i). 

Nous aurons 


rv(<‘ z 

Jo v 


Z) Z 


rfu. 


Différcntions par rapport à a, et souvenons-nous que v est 
une fonction de er et de t p (itZ) ; il viendra 

J C' (uZ) uZZ'-+- 2' (uZ)Z')« — (uZ)iiZ'h- ^ J (oZ) Z 

o " 

ou bien, remplaçant i/Z par s et Zc/u par 

J. , f’ 

r,=~7.J 0 ? “ '.Ï* s 
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et* qu'on peut écrire 


■î$<) 



en représentant par J (s, 7) le facteur de ds sous le signe 
d intégration. 

Pour que soit nul, quel que soit 7, il faut qu'en po- 
sant 

i 

/{.(; <j)di = 0 (j, 7 ), 

on ait 

6 (s, a) = o. 



Supposons (pic la fonction 0 satisfasse à cette condition, 
.Nous pourrons remplacer dans l’équation (a), a) par 

0 , (s, 7) et par la valeur trouvée précédemment; alors, 

si nous.obscrvons que l’on a 


ou 


dz 1 d' z 1 

7s = nT)' * 7 = ~ ÎM VW 



f(») 

'K 1.*) 



il viendra 


( 3 ) 


7 dv 

da 


Z' z dv 

Z d .1 

i 



V -t- 6 ', ( s , 1) «’ = 


o. 


11 nous faut intégrer celte équation, dans laquelle e est 
la fonction et s, 7 les variables indépendantes. Un sait 
quelle se ramène aux deux équations différentielles si- 
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dn ds 
~Z 




Posons 




d'où 


77 =?'(')» §==?(')> Z!=?(*) e J fW 

Nos équations différentielles pourront s’écrire 

</a» f/ «y 

T W _ V ( a )’ 

-f±L 

- = „ lit' - „> ? fg) c J yv;; 6 ; ,, 


./x ?(*) 


Soit 


/ 


ds 

?(•«)' 


? I*; 


l.a première équation nous donne 

m(<t) — w (x) = const. = A ; 
d’où l’on tirera une valeur de v de la forme 

» = ?(■*)• 

Si l’on substitue cette valeur dans la seconde équation 
différentielle, et que l’on pose ensuite 

x étant une variable auxiliaire, on obtient l’équation 
dx 


X 2 w 
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où £/', [s, £(s)J représente ce que devient la dérivée de 
&(j, 7 ) j>ar rapport à s, lorsqu'on y fait, après la dillé- 
rentialiou , 7 = £(.«). 

Soit 0 (y) 1 intégrale indéfinie du second membre. On 
aura 

> , , , . 1 

- = p(-«) -t- consl. = p (r) -t- -, 

¥ _ B _ •’ 

Bo(.ï)-t- 1 ?(- f ) — •■p(f) 

Il résulte de là que l’intégrale générale de l'équation (3) 
est 



y étant le signe d’une fonction arbitraire. Toutefois les 
conditions de notre problème assujettissent celle fonc- 
tion y à être identiquement nulle, lorsque l'on y fait si- 
multanément 

y — <i et «> — o ; 

car la vitesse initiale du mobile est supposée nulle. 

Dillêrentions la dernière équation par rapport à s, et 

remplaçons (s) par sa valeur : il vient 

f (*)“ 7 — Iÿ (*) — *’»»(*) 1* 


Ou en tin 1 

„ I ?( f )J , ..,! > '( s ) 


T (y) — i-p(r) 
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Telle est la formule cherchée. G et y représentent des 
fonctions arbitraires; p est aussi une fonction arbitraire. 

En effet, p'(s)ct,par suite, p (s) sont définis par l’é- 
quation 

et, puisque la fonction 9 11’est assujettie qu’à la seule con- 
dition de s’évanouir pour s = cr, nous pouvons prendre 

0 (r, a)= {s — <r)x(<r), 

/ (7) étant indépendant de s; alors le second membre de 
l’équation précédente se réduit à 

xlc(')]- 

D’ailleurs le premier membre peut s’exprimer en £ (s) , 
quelle que soit la fonction p (s ) , puisque s est une fonc- 
tion de £ ( s). Prenant cette expression du premier membre 
pour la fonction < l u * est “ volonté, l’équation 

sera satisfaite. 

Supposons, en particulier, que l’on prenne 
r(*) = o; 

cl posons , pour abréger, 

t(s) =?> 
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La formule générale ( 4 ) pourra s’éeriro 

ç 

n étant le signe d'une fonction arbitraire. 

Cette dernière formule a été donnée par Lagrange, dans 
les Mémoires de l'y! endémie de Berlin j 1765, 1770. l.a 
formule générale d’où elle dérive a été établie récemment 
par M. Brioschi (’). 

6. Comme application des formules que nous venons 
d’établir, nous nous proposerons ici de chercher tous les 
cas de tautochronisme contenus dans la formule de La- 
grange, et relatifs à un corps pesant qui se meut avec 
frottement dans utt milieu dont la résistance est une 
fonction quelconque de la vitesse , J (e). 

Supposons l’axe des x vertical et dirigé en sens con- 
traire de la pesanteur: et soitp le coefficient de frottement. 

La composante tangculielle de la pesanteur et la pres- 
sion sur la courbe seront respectivement 

tir 





il \r 

ih‘ 


V 


tlx 1 

U? 


en sorte que l'on aura, pour l’expression générale de la 
foree tangentielle, 


dx / / dx' 

( V j F = ff— jj. g y/ . -- 


rl J X 




dx 1 

d? 




('} Anna li di Scientc malcmatichc e Jisiche compilait du B. Tortolini ; 
Borna, i8.)3 ; p. fia. 
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— est ici une l'onction de s nui , si elle était connue , don- 
ds 

lierait l'équation de la courbe. .Nous allons déterminer 
cette fonction par la condition que la formule (N ) soit 
comprise dans celle de Lagrange. 

^ Si l’on diflércnlic la valeur (V) trois fois par rapport 
à e, puis une fois par rapport à J, le résultat est identi- 
quement nul. Exprimons que la formule de Lagrange sa- 
tisfait à cette condition. 

Si nous posons 

la formule de Lagrange prend la forme 

■F = ‘’z(i) — ?( ? ) ; 


et l'on doit avoir 


d*F 

tlv s lis 


O , 


ou, puisque ç est une fonction de s , 

F 

— o. 

<Ae <1 ç 

Cette condition nous donne 


Posons 




I équation précédente desiendra 

s, 4"(*) + 6*f(*) + 6+(*) = o. 
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Pour 1 intégrer, posons encore 


Nous obtenons 
par conséquent , 


Z 1 i|i (z) = II. 


U = O ; 


u = A z -+- B , 

, A 1! 

+ = 7. + TP 


3y5 


y — — A loü z -f- — B z 1 -f - Cz -f- O , 

2 

F = — Arlog — |-'-BÇH — (C — -p ) e 1 -i- D r, 
ï 2 ï \ <« / 

A, B, C, D désignant des constantes arbitraires. 

Pour que cette valeur soit identique avec la valeur (V ), . 
il faut que l’on ait 


A = o , Dp = —/(•>) , 



La seconde relation nous montre que la résistance du mi- 
lieu doit être simplement proportionnelle à la vitesse. 
Si l’on élimine £ entre les deux dernières relations, on 
obtient, toutes réductions faites, 


x 

~ds> 


BC 
2 e 

- — — corisl. , 

i -H 


ce qui est l’équation d’une cycloïde. 
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Ainsi, la cycloïdeesl. tautochronc avec frottement , soit 
dans le vide, soit dans un milieu dont la résistance est 
proportionnelle à la vitesse y c’est d’ailleurs le seul cas de 
tautochronisme avec frottement qui soit donné par la for- 
mule de Lagrange (*). 

Si l’on nomme r le rayon du cercle générateur de la 
cycloïdc et H une constante, on aura 

d.v gs + H 

ils 4 r 

La constante H se déterminera par la condition que le mo- 
bile, placé sans vitesse iuitiale à l’extrémité des arcs tau- 
tochrones, y reste en équilibre, et que, placé un peu 
plus haut, l'équilibre n’ait pas lieu. Cela exige que l’ex- 
trémité des arcs lautochrones soit le point le plus élevé 
de ceux où le point matériel , i»osé sans vitesse, pourrait 
rester en équilibre. 

7. Trouver tous les cas de tautochronisme contenus 
dans la formule de Lagrange (prob. 5), et relatifs à un 
point pesant tpti se meut dans un milieu dont la résis- 
tance est une fonction de la vitesse, j(v). 

Un calcul semblable h celui du numéro précédent 
montre que la résistance J (v) doit être de la forme 

A -t- Be -t- Ce’, 

A, B, C désignant des constantes. 

Alors la courbe taulochroiie est celle que nous avons 
obtenue au prob. -i. 

Ceci est un cas particulier du théorème suivant : 


(* ) Ce cas île tautochronisme a été signale la première fois par Necker. 
Recueil des Sacnnls étrangers (Académie des Sciences de Paris), t. IV, 
p f>6; 17O3. 
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i'oute courbe latjtoclirotic, pour une force comprise clans 
la formule de Lagrange, est encore tauloclironc lors- 
<|u on ajoute à la force un terme proportionnel à la vi- 
tesse ('). On voit, en effet, qu'en conservant la même 
courbe et ajoutant à la force tangenliellc un terme pro- 
portionnel à la vitesse, l'expression de la force tangen- 
tielle totale reste encore comprise dan» la formule de La- 
grange; car le terme additionnel n’a d’autre elfet que 


d’augmenter la fonction arbitraire et ( ' z j d’un terme de la 


forme - X const. 


J. Bertraxh, Journal de M. Liouville, 1847, t. XII, p. 12b. 

8. Un point pesant monte, en vertu d'une impulsion 
initiale , sur une courbe située dans un plan vertical ; 
le mouvement a lieu dans un milieu homogène dont lu 
résistance est proportionnelle au carré de la vitesse. 
Quelle doit être la courbe pour que la vitesse du mo- 
bile égale à chaque instant celle qui serait duc, dans 
le meme milieu, à la hauteur mesurée par la longueur 
de l’arc qui lui reste à parcourir pour atteindre un 
point fixe situé sur la courbe? 

Soit s l'arc de la courbe compté à partir du point fixe, 
.r la distance de l'extrémité de cet arc à l’ horizon talc qui 
passe au point fixe, et h la résistance du milieu pour l’u- 
ni lé de vitesse. 

I .équation de la xjourbç est 

f-(r + i)=r| — c~- h . 

Ce problème fut proposé à Clairaut. pendant son voyage 


(* ) Lagraxge, Ment, de VAcnd. de Berlin, 1765, p, 371. 


— ft. 
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en Laponie, par un professeur d'Upsal nommé Klings- 
lierna. La solution de Clairaut se trouve dans les Mé- 
moires de l' Académie des Sciences de Paris, i "4° • 
p. 254. 

9. D'un meme point C) parlent une infinité de droites 
situées dans un même plan vertical et terminées à une 
courbe S. Déterminer cette courbe de manière qu’un 
point pesant, descendant du point O sur l'une des 
droites, arrive sur la courbe avec une même vitesse , 
quelle que soit la droite qt te l’on ait choisie. Le mouve- 
ment a lieu dans un milieu homogène dont la résistance 
est proportionnelle au carré de la vitesse. 

Rapportons la courbe à dos coordonnées polaires r, 6. 
dont l’origine soit au point O, et dont l’axe soit dirigé 
dans le sens de la pesanteur; nommons a le rayon vec- 
teur qui se compte sur l’axe. 

L équation de la courbe est 

1 — c-- 1 * 

rns 0 =- 

. I — c — u 

Eclkh , Mcchan., t. II, p. 25 1 . 

10. Les données restant les memes que dans le pro- 
blème précédent, on propose de déterminer la courbe S 
par la condition que le mobile emploie le même temps 
pour l'atteindre, quelle que soit la droite sur laquelle il 
descende. 

L’équation de la courbe est 

Y — 7 log [c* r ■+■ (e’ 1 * — 0’ ] 

log [/• -4- («’*• — 1 / J . 

F.ei.F.n , Mcchan., t. II, p. a56. 
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SECTION IV. 

MOUVEMENT d'un POINT MATÉRIEL. SUR UNE SURFACE FIXE. 


Soient 

T, y, z les coordonnées du mobile à l'époque / ; 
v la vitesse ; 

X, Y, Z les composantes parallèles aux axes de la force 
accélératrice extérieure; 

F (x,y, z) — const. l’équation de la surface; 

R la réaction normale que cette surface exerce sur le 
point. 

Si l’on pose, pour abréger, 


U = 


n/(£H?HÏV 


les équations du mouvement seront 


1 1 •' .r 

tl F 

— X -+- RU 

—7- y * 

<//> 

dx 

ri* V 

r/F 

— ^ Y -t RU 


lit 2 

flfj 

d'i 

d F 

= Z + RU 


tir 

dz 


Pour déterminer la position du mobile à une époque 
quelconque, il faut éliminer le produit RU entre les trois 
équations précédentes; alors on aura deux équations dif- 
férentielles entre x, y, z , t , qui , jointes à l'équation de 
la surface, détermineront les coordonnées en fonction du 
temps. 

Lorsque \dx ■+- Y fly -+- 'Ldz est la différentielle exacte 
d’une certaine fonction o {v, y, z)des seules variables a - . 
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V, z, on a de suite une intégrale première, 

1,7 — (*> r> z ) — ? (*•» r., z.)], 

e„. x 0 , z 0 étant les valeurs de v, x, y, z qui corres- 
pondent à l’état initial. Cette intégrale pourra remplacer 
une des trois équations primitives, et comme 

fi.t 1 -t- t/y' 4 - riz 2 

i’ m , 

dt‘ 

elle nous permettra de faire disparaître dt des deux équa- 
tions restantes. Dès lors il suffira d'éliminer entre ces der- 
nières équations le produit RU pour avoir une équation 
différentielle en .r, y, z qui déterminera la trajectoire 
conjointement avec l’équation de la surface. 

1. D'un point pris à volonté sur l’un ries méridiens 
d'une surface de révolution dont l'axe est vertical, on 
lance un point pesant suivant la tangente au parallèle, 
avec une vitesse qui est une fonction connue des coor- 
données du point de départ. Déterminer la surface par 
la condition que. le mobile, assujetti à rester dans son 
intérieur, décrive toujours un parallèle, quel que soit 
le point de départ. 

Soit pris le plan méridien d’où part le mobile pour 
plan des zx, et l’axe de révolution pour axe des z, qui 
sera dirigé en sens contraire de la pesanteur. 

^ous avons 


X rlx Y dy 4 - 7jfh = — gd 

d’où il résulte que la vitesse doit être constante pendant 
toute la durée du mouvement; par suite, la résultante 
de la pesanteur et de la force centrifuge doit être normale 
à la surface. 

Ainsi , x et z étant les coordonnées du point de départ. 
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.{CM 


et ^2 gf ( z i x ') l a vitesse initiale, nous devons avoir 


2g /(«' r ) _ < h 
x ~ e dx ' 


X (iz 

ou /(«,») = __. 


Telle est l’équation différentielle de la courbe méridienne. 
Elle nous montre que la hauleur due à la vitesse initiale 
est égale à la moitié de la sous-tangeute à la courbe. 
Donnons à la fonction f quelques valeurs particulières. 
Soit 

f — const. = h. 

On a 

2 hilx 

= riz, 

x 

, Z 

locx = (- const. 

2 A 

La courbe est une logarithmique. 


Soit 

x 1 


• 






* 2 a 



On a 

X llz 
a dx ’ 




x* = 2 03 + const. 

La courbe est une parabole. 

Soit 



On a 

2 dx a*~' riz 
■r z" 

1 

2 Inox = — (- const. 

I. 2fi 
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Si l’on veut que le temps d'une révolution soit le même 
sur chacun «les parallèles; alors, nommant T la durée 
d’une révolution , on aura 


T = 




/(;, x) = 


21TX* 


\/igf{z,x) J ' *>’ T 

par conséquent , la courbe méridienne sera la parabole 
K ' — - — z -+- eonst. 

2ît’ 

Fontana, Dissrrtazionc snpra la forza centrifuge; 
Verona, 1784. 

2. Trouver une surface passant par une courbe don- 
née et telle, qu'un point pesant parcoure celte courbe, 
lorsqu'on le pose sur la surface en un point de la 
courbe, avec une vitesse de grandeur et de direction 

convenables. 

Supposons l’axe des z dirigé dans le sens de la pesan- 
teur. 

Soient 

*=/(*), y=M‘) 


les équations de la courbe donnée. 

La surface cherchée aura son équation de la forme 

Ÿ = x— /(*) — {y—f (*)]?(/> I ) = °> 

a étant une fonction qui 11c devient pas infinie pour 

/=/'(*)• . f . 

Il s’agit de déterminer celle tonction <p. 

Tout point pesant (,r, j, 2), posé sur la surface, véri- 
fiera dans son mouvement les équations 


r f~ = RU ^-1 
tir <tx 



rfF 

t/y 
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desquelles on tire 

f/F rf’x_ rfF rf’y 

r/.t /// 


ou, ce qui est la même chose 

(>) 


f/F , <ix f/F J ./> 
dï' Lv Ts=lû'ï"ts- 


Pour que le point parcoure la courbe donnée , il faut 
que cette équation devienne identique quand on y fera 

*=/(*)» J=/i(*). 

après avoir substitué à v, i les valeurs de ces quan- 
1 as as 

tités relatives à un point qui serait assujetti à parcourir 
la courbe donnée. 

Or 

f/F 

dx ~ 

et quand on pose 

r =/(*). 

f/ F 

— se réduit à — ÿ (z), z] ; en sorte que la substitution 

de ces valeurs dans l’équation (i) donnera un résultat de 
la forme 


(’•) ?[/(*)» =] = r '(ï). 

fl ( z ) étant une fonction connue de z. 

La fonction ipqui vérifie cette dernière relation est évi- 
demment donnée par la formule 

(3) f(r» *) = n (*) + [y— /■(*)]'!'(/>*)• 

dans laquelle ^ représente une fonction arbitraire qui ne 
devient pas infinie pour y — J] (s). 

26. 
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De là il résulte que l'équation de la surface cherchée 
est 

*=/(*) + [^-/{*)]n (*) + [.r -/(«)]* + (/,*)• 

Comme application , nous supposerons que la courbe 
donnée soit une hélice. 



Il nous sera plus commode de représenter cette courbe 
par les deux équations équivalentes 

r y 

x’ -h y* — r 1 = o , z — - arc tang - = o. 


Alors l’équation de la surface sera de la forme 

F = ï — jarc tangl — + r>) f (x,y)=:0. 

Si, dans les dérivées partielles , on élimine x 

A ax dy 

et y à l'aide des équations de la courbe, on trouve 

g = Ism(*!)^ 2 rcos(/ f) 

g = _^ cos (*?) _ arsin 

en posant 

?' = ? |^ r c 0 s ^ rsin^/ -\l- 

Supposons le mobile placé sans vitesse initiale au point 
dont les coordonnées sont 


x = r, y = o, 2 = 0. 
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JVotis aurons, à un instant quelconque. 


40 j 


tlx = : — A sin |A c/i , dy A COS ^ A ^rf;, </* =■ y'A'-f- 1 

D’après ces valeurs, l’équation (1) devient, toutes réduc- 
tions faites, 

? [rcos(*=), rsii. (a p )] = • 

c est l’équation qui correspond à la formule (a). 

Selon la formule ( 3 ), nous aurons 


?(*./) = ■ 


arc tane 


rk 


- 4 - f.r’ 4- y> — r ’) (r, y), 


ou, ce qui revient au meme, 

j aie tang - r*) , 

r t r » ^ ) ar>4-/> + a-’ + +( ,r! ’ 

car le second membre se réduit bien à Tl (z) = — 

quand on y remplace x et y par leurs valeurs en z. 
L’équation de la surface sera donc 

r y 

z = j arc tang - 4 - (x> -f- y* — r') y {x,y), 

011 , remplaçant ç (x ,y) par sa valeur, 

•‘ = T 7f7 + 

Si nous supposons ^ = o, l’équation se réduit à 


. arc Une - 
r i x 

À .r 1 -f- r* 


16 . . 
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ou, posant x = u cos « et )=tisinw, 

2 “ Tië' 

l.a surface représentée par celte éejuation est assez re- 
marquable : les sections horizontales sont des spirales 
analogues à celle (T Archimède ; les sections faites par des 
cylindres de révolution autour de l’axe des z sont des hé- 
lices ; les sections faites par des plans passant par cet axe 
sont des courbes hyperboliques qui ont pour asymptotes 
l'axe des z et la trace du plan sécant sur le plan des xy ; 
la courbe de plus grande pente est représentée par l’é- 
quation 

u = Ce- w ’. 

Il y a plus : quclquesoit le point de l’axe des a: sur lequel on 
place un point pesant, la trajectoire de ce point sera une 
hélice. C’est ce qu’on reconnaît aisément en ^prouvant que 
toutes les hélices de la surface vérifient l’équation (i), si 

v=\/f£F. 

Catalan, Journal de M. Lion ville, r. XI, p. 212; 1846. 

3 . Trouver l' équation générale <le la courbe brachysto- 
clirone pour un point pesant assujetti à se mouvoir sur 
une surface quelconque. Examiner en particulier le cas 
d'une surface de révolution autour d’un axe vertical. 

Soient l’axe des z une verticale dirigée dans le sens de 
la pesanteur, z 0 et z, les ordonnées du point de départ 
et du point d’arrivée, et 

F (*■, y, s) = » 
l’équation de la surface. 

Le mobile partant du repos, sa vitesse est donnée par la 
formule 

v — ~ï t = — *•); 
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par conséquent , I intégrale qu’il s’agit de rendre un mini- 
mum est 



Le problème consiste dans une simple application des for- 
mules du calcul des variations. 

Nommons p et q les dérivées partielles que l'on 

tire de l’équation de la surface, et posons 



\! i />■ -t- <p 
\Jlg\z — 2.) . 





les dérivées étant ici des dérivées partielles. 

Pour que l’intégrale soit un minimum , il faut que les 
ordonnées x, y, z d’un point quelconque de la trajec- 
toire, outre qu’elles vérifient l’équation de la surface, vé- 
rifient encore l’équation différentielle 



c/F 

<h 



</N' \ c/F 
Hz ) rïx' 


dans laquelle — » représentent des dérivées totales, 
* dz dz 1 

prises en considérant x, y , p et q comme des fonctions 
de z. 

Nous avons 



d 

dz 



P ^ 

v' 1 + p' + r V 2 ? (*—*.) 

7 . 

\J\ -t- p 1 -+- 7 1 y'a g(z—z.) 
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un sorte que l'équation différentielle est 

^ ^ f/F f dx r/F / dy 

,l X ris \jzg\z — z a ) ,ix r/s \j?.g{z— *,) 

On poura éliminer une des coordonnées x, y à l’aide de 
l’équation de la surface; alors on aura une équation dif- 
férentielle du second ordre entre deux variables. L'inté- 
grale de celte équation contiendra deux constantes arbi- 
traires dont on disposera de manière que la courbe passe 
au point de départ et au point d'arrivée. 

Dans le cas d’une surface de révolution autour de l'axe 
des z , on a 

F = x'-\-y' — Ÿ (z) T 
f/F f/F 


tlx — 2 ,/y 


2 v; 


par suite, l'équation (i) devient 

dx . dy 


yd. 


— xtl. 


ds nj z — i, 


ds \li — z, 

L intégrale première est 

(2) ydx — xdy = ds \/z — X const. 

Si I on substitue à .r et à y les coordonnées polaires r 
et 0 , liées par les relations 


il vient 
d'ailleurs, 


x=/cosO, / = rsin6, 
ydx — xdy = r 1 f/8 ; 


\i — z, = 


tïdt 




ds V'ï — z, — : 

V2g 
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par conséquent, l’équation (a) peut s’écrire 
r’dQ — C v , dt, 


4«9 


C étant une constante. 

Sous cette forme, elle nous montre que l’aire décrite à 
chaque instant par la projection du rayon vecteur sur un 
plan horizontal est proportionnelle au carré de la vitesse 
du mobile. 

La même équation nous fait voir que le rapport de v 

à ~ augmente indéfiniment à mesure que v diminue ou 

que l’on considère un point plus rapproché du point de 
départ. Il eu résulte que toute brachy stochrone sur une 
surface de révolution est tangente au méridien du point 
de départ. 

On a , pour toute époque , 


X’‘' S=C X> 


Or, si le point d’arrivée est sur le méridien du point de 
départ, le premier membre de cette équation est nul : d'ail- 
leurs l’intégrale qui figure au second membre ne peut ja- 
mais être nulle, vu que tous ses éléments sont positifs; 
donc, dans ce cas, C = o. On en conclut que, quand le 
point de départ et le point d’arrivée sont situés sur un 
même méridien, la brachystochrone entre ces deux points 
n’est autre chose que le méridien lui-même. 

L’intégrale de l’équation (2) peut toujours se rame- 
ner à une quadrature. En effet, cette équation peut s’é- 
crire 


or, si 


l’on 


y pose 


r* rfô = C — z,ds ; 


r~ f{z), 
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d’où 
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ds — \Jrlz 1 dr' r't/Q' = y[i -|- /'(«)’ ] <lz* + /(z)’</0’, 


ou pourra facilement la résoudre par rapport à dO , et en 
tirer l’intégrale 


o — o.=c 

J z. /l z ; V fw — c [t — 2») 


Lorsque la surface est un cylindre, la réaction qu elle 
exerce sur le mobile étant horizontale, n’a aucune in- 
fluence sur la vitesse. Il en résulte que, si 1 on développe 
le cylindre sur un plan vertical, la brachyslochrone sur 
le cylindre restera brachystochrone sur le plan. Ainsi la 
première courbe a pour transformée une cycloïdc. 

Roger , Journal de M. Liouville, t. XIII, p. 4 * » ' 848 . 


4. Déterminer le mouvement d'un point pesant lancé 
le long d'une surface qui est de révolution autour d’un 
axe vertical. 

Conservons la notation du problème précédent , et sui- 
vons de point en point la méthode générale indiquée au 
commencement de cette section. Nous arriverons aux 
deux intégrales premières 

= i g (2 — 2 ,), 

r 1 d 6 = C dt. 


Celte dernière intégrale pouvait se prévoir; car le mobile, 
considéré comme un point libre, est sollicité seulement par 
deux forces, l’une verticale et constante, l’autre dirigée 
constamment vers l’axe de révolution. Or celte dernière 
force, en projection horizontale, est dirigée vers un point 
fixe et fonction de la distance; par conséquent, la projec- 
tion horizontale du mobile est assujettie aux mêmes lois 
qu’un corps sollicité par une force centrale. 
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